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Cap´ıtulo 1
Ana´lisis estructural de
mecanismos
1.1. Introduccio´n
Al disen˜ar un mecanismo para realizar una determinada tarea, se suelen
seguir los siguientes pasos: en primer lugar, se realiza un disen˜o conceptual
en el que se escoge el tipo de ma´quina o mecanismo que se va a utilizar.
Aqu´ı se seleccionara´, por ejemplo, un mecanismo de barras articuladas,
un sistema de levas, un tren de engranajes, una transmisio´n por correa o
cualquier combinacio´n de otros elementos existentes para la transmisio´n
del movimiento. Quiza´ sea e´sta la parte del disen˜o ma´s dif´ıcil, puesto que
no hay reglas fijas, sino que se basa principalmente en la experiencia y el
ingenio.
Una vez decidida la forma general de la ma´quina, se realiza un ana´lisis
cinema´tico para determinar si los desplazamientos, velocidades y acelera-
ciones son los adecuados para la tarea. Mediante el ana´lisis cinema´tico el
disen˜ador comprobara´, por ejemplo, si el mecanismo traza correctamente
la trayectoria para la que fue disen˜ado o si la relacio´n de velocidades entre
la entrada y la salida es la correcta.
La s´ıntesis o disen˜o cinema´tico esta´ relacionada con el ana´lisis cinema´ti-
co recie´n visto, y consiste en determinar las dimensiones del mecanismo que
realiza de forma o´ptima la tarea para la que se ha disen˜ado. Un ejemplo
t´ıpico de s´ıntesis o´ptima consiste en obtener las longitudes de las cuatro
barras de un cuadrila´tero articulado para que e´ste genere una trayectoria
rectil´ınea en un punto del acoplador.
Finalmente, antes de dibujar los planos y mandar construir el mecanis-
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mo, es necesario realizar un ana´lisis resistente de las piezas que lo compo-
nen. Si el mecanismo funciona a bajas velocidades, las fuerzas de inercia
son despreciables frente al resto de las fuerzas actuantes. Entonces, suele
ser suficiente con un ana´lisis esta´tico, que determina las reacciones en los
apoyos mediante las ecuaciones de la esta´tica. A partir de estas reacciones,
la Resistencia de Materiales permite dimensionar adecuadamente la seccio´n
de los elementos y las dimensiones de los apoyos. Si la ma´quina funciona a
altas velocidades el ana´lisis esta´tico no es suficiente, puesto que las fuerzas
de inercia modifican significativamente las reacciones en los apoyos. En este
caso, es necesario llevar a cabo un ana´lisis dina´mico, que tiene en cuenta
las fuerzas de inercia y calcula las reacciones en los apoyos de forma exacta.
En este cap´ıtulo introduciremos algunos conceptos fundamentales de la
Teor´ıa de Ma´quinas. Comenzaremos por la nomenclatura y la clasificacio´n
de los elementos y pares, para continuar con el ana´lisis estructural propia-
mente dicho. Veremos dos leyes fundamentales de la s´ıntesis cinema´tica,
como son la ley de Grashoff y el criterio de Gru¨bler. La ley de Grashoff
establece el tipo de movimiento del cuadrila´tero articulado atendiendo a
la longitud de sus elementos, mientras que el criterio de Gru¨bler predice,
por medio de una sencilla fo´rmula, el nu´mero de grados de libertad de un
mecanismo.
1.2. Terminolog´ıa de los mecanismos
Una ma´quina es una combinacio´n de cuerpos dispuestos de tal forma
que producen un trabajo. Actualmente el concepto de ma´quina connota
la capacidad para transmitir niveles de fuerza/momento considerables co-
mo ocurre, por ejemplo, con el motor de un automo´vil. Cuando la fuer-
za/momento involucrados son pequen˜os, la principal funcio´n del dispositi-
vo es transmitir o modificar el movimiento; entonces, en lugar de hablar de
ma´quinas se suele hablar de mecanismos, como por ejemplo en un reloj. En
cualquier caso, la frontera entre ma´quinas y mecanismos es difusa, por lo
que los utilizaremos como te´rminos intercambiables.
Los mecanismos esta´n compuestos por elementos. Todos los elementos
de un mecanismo tienen posibilidad de movimiento excepto uno, denomi-
nado elemento fijo. Los elementos esta´n compuestos por part´ıculas mate-
riales, que se desplazan relativamente unas con respecto de otras cuando
el elemento se encuentra bajo la accio´n de fuerzas exteriores. Sin embargo,
estos desplazamientos suelen ser tan pequen˜os que no se comete un error
significativo al despreciarlos, por lo que habitualmente se considera que
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Figura 1.1: Cadena abierta. Figura 1.2: Cadena cerrada.
 x
y

Figura 1.3: Cadena de cuatro barras.

Figura 1.4: Cuadrila´tero articulado.
los elementos son so´lidos r´ıgidos. Los elementos se clasifican en binarios,
ternarios, etc., en funcio´n del nu´mero de conexiones que tengan con otros
elementos. Por ejemplo, un elemento con tres conexiones se denominara´ ter-
nario.
Las uniones entre elementos se denominan pares cinema´ticos. Los pa-
res cinema´ticos permiten algunos movimientos relativos entre elementos e
impiden otros. Por ejemplo, la bisagra de una puerta es un par cinema´tico
que permite la rotacio´n de la puerta respecto al eje vertical e impide los
dema´s movimientos. Los pares tambie´n se clasifican en binarios, ternarios,
etc., en funcio´n del nu´mero de elementos que confluyan en el par. En un par
binario confluyen dos elementos, en uno ternario, confluyen tres elementos,
etc.
Se denomina cadena cinema´tica a un conjunto de elementos mo´viles uni-
dos mediante pares cinema´ticos. Por definicio´n, en una cadena cinema´tica
no existe elemento fijo. La cadena cinema´tica es una generalizacio´n del con-
cepto de mecanismo, de manera que un mecanismo se puede definir como
una cadena cinema´tica en la que uno cualquiera de sus elementos se ha
hecho fijo. Las cadenas cinema´ticas pueden ser abiertas, como en la figura
1.1, o cerradas, como en la figura 1.2.
Se denomina movilidad (M ) de una cadena cinema´tica al nu´mero de
para´metros que es necesario utilizar para definir completamente su posicio´n.
Un concepto ana´logo a e´ste, pero referido a los mecanismos, es el de nu´mero
de grados de libertad (G).
Por ejemplo, la movilidad de la cadena cinema´tica de cuatro barras arti-
culadas, mostrada en la figura 1.3, es M = 4. Fijando uno de sus elementos,
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
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Figura 1.5: Cadena de Stephenson.
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Figura 1.6: Cadena de Watt.
se obtiene el cuadrila´tero articulado (figura 1.4), que tiene G = 1.
La accio´n de fijar un elemento equivale a restarle 3 grados de libertad
a la movilidad de la cadena (recue´rdese que un elemento tiene tres grados
de libertad en el plano y seis en el espacio). Esta relacio´n
G = M − 3 (1.1)
entre el nu´mero de grados de libertad G del mecanismo y la movilidad M
de su cadena cinema´tica es general, pues el mecanismo siempre se obtiene
fijando uno de los elementos de la cadena. En el caso espacial,
G = M − 6 (1.2)
De una misma cadena cinema´tica pueden obtenerse distintos mecanis-
mos fijando cada elemento que la compone. Se denominan inversiones a
cada uno de los mecanismos diferentes que se obtienen de una misma cade-
na cinema´tica. Se llama nu´mero de inversiones al nu´mero de mecanismos
estructuralmente diferentes que se pueden obtener de una misma cadena
cinema´tica.
La cadena cinema´tica de cuatro barras mostrada en la figura 1.3 tiene
una u´nica inversio´n ya que, sea cual sea la barra que se fije, el mecanis-
mo resultante es un cuadrila´tero articulado. Indudablemente, si en lugar
de fijar la barra inferior fija´semos la barra superior, el cuadrila´tero arti-
culado que obtendr´ıamos no ser´ıa el mostrado en la figura 1.4, sino otro
geome´tricamente distinto. Sin embargo, todos los cuadrila´teros articulados
son estructuralmente iguales, pues todos ellos tienen en comu´n que el ele-
mento fijo esta´ unido a dos elementos binarios que, a su vez, esta´n unidos
entre s´ı por otro elemento binario.
Son especialmente importantes, por la cantidad de mecanismos pra´cti-
cos a que dan lugar, las cadenas cinema´ticas de Stephenson y Watt, mos-
tradas en la figura 1.5 y 1.6, respectivamente. Ambas cadenas cinema´ticas
tienen movilidad M = 4.
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(a) (b) (c)
Figura 1.7: Inversiones de la cadena de Stephenson.
(a) (b)
Figura 1.8: Inversiones de la cadena de Watt.
La cadena de Stephenson da origen a tres inversiones distintas: la prime-
ra de ellas se obtiene fijando los elementos 1 o 2 (figura 1.7(a)), la segunda
fijando los elementos 4 o 6 (figura 1.7(b)) y la tercera fijando los elementos
3 o 5 (figura 1.7(c)).
Por su parte, la cadena de Watt da origen a dos inversiones distintas: la
primera, mostrada en la figura 1.8(a), se obtiene fijando los elementos 1, 2, 5
o 6; la segunda, mostrada en la figura 1.8(b), resulta de fijar los elementos
3 o 4.
1.3. Clasificacio´n de los elementos y pares
Atendiendo a su movimiento, un elemento se denomina manivela si da
vueltas completas respecto de un eje fijo, balanc´ın si oscila respecto de un
eje fijo y biela si tiene un movimiento general.
Los pares cinema´ticos se denominan de clase I, II, III, etc., en funcio´n
del nu´mero de grados de libertad que permitan en el movimiento relativo
entre los dos elementos que une. Un par de clase I permite un solo grado de
libertad, un par de clase II permite dos grados de libertad, etc. Las figuras
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(a) Revolucio´n (b) Prisma´tico (c) Engranaje (d) Pin˜o´n-cremallera
Figura 1.9: Pares de clase I.
(a) Cil´ındrico (b) Cardan
Figura 1.10: Pares de clase II. Figura 1.11: Par Esfe´rico (Clase III)
1.9-1.11 muestran algunos de los pares ma´s comunes de clase I, II, y III.
1.4. Ley de Grashoff
El cuadrila´tero articulado es uno de los mecanismos ma´s utilizados, por
su sencillez de construccio´n, versatilidad y por la facilidad de su disen˜o. El
cuadrila´tero articulado tiene tres comportamientos cinema´ticos posibles:
doble manivela, manivela-balanc´ın y doble balanc´ın. En un cuadrila´tero
articulado de doble manivela, las dos barras articuladas al elemento fijo
se comportan como manivelas, es decir, dan revoluciones completas. En
uno de manivela-balanc´ın, uno de los elementos da revoluciones completas
mientras el otro oscila entre dos posiciones extremas. Por u´ltimo, en un
cuadrila´tero de doble balanc´ın, los dos elementos oscilan entre posiciones
extremas.
Sean a, b, c, d las cuatro longitudes de los elementos de una cadena ci-
nema´tica de cuatro barras, ordenadas de forma que a < b < c < d. Con
estas cuatro barras se pueden formar tres cadenas cinema´ticas distintas,
representadas en la figura 1.12, que denominaremos configuraciones I, II y
III, respectivamente.
Con objeto de estudiar las condiciones geome´tricas que se deben dar
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b
c
d
a
(a) Configuracio´n I
d
a
b
c
(b) Configuracio´n II
d
a
b
c
(c) Configuracio´n III
Figura 1.12: Configuraciones de la cadena de cuatro barras.
b
c
d
a
(a) Configuracio´n I
b
c
d
a
(b) Configuracio´n III
Figura 1.13: Equivalencia de las configuraciones I y III.
para que una barra sea manivela o balanc´ın, es necesario determinar cua´ndo
una barra puede dar vueltas completas con respecto a otra. En primer
lugar, demostraremos que si una barra es capaz de dar vueltas completas
con respecto a otra en una de las tres configuraciones, tambie´n puede dar
vueltas completas en las otras dos.
Supongamos que la barra a puede dar vueltas completas con respec-
to a la barra b en la configuracio´n de la figura 1.13(a). A partir de este
cuadrila´tero construimos el de la figura 1.13(b), cambiando el orden de las
barras a y b. Se puede ver que las barras a y b de los dos cuadrila´teros son
paralelas siempre que las barras c y d tambie´n lo sean. Por tanto, si la barra
c gira con respecto de la barra d la misma cantidad en los dos cuadrila´teros,
ambos mantendra´n sus barras a y b paralelas.
De aqu´ı se concluye que si en la figura 1.13(a) las barras a y b dan
vueltas completas, una con respecto a la otra, tambie´n dara´n vueltas com-
pletas en la figura 1.13(b), puesto que ambas se mantienen paralelas a las
anteriores en todo momento. Esto demuestra que si la barra a da vueltas
completas con respecto a la barra b en la configuracio´n I, tambie´n lo hace en
la configuracio´n III. Este razonamiento puede extenderse para demostrar
la misma propiedad con la configuracio´n II. En resumidas cuentas, basta
con estudiar una cualquiera de las tres configuraciones, pues los resultados
son automa´ticamente va´lidos para las otras dos.
Para que la barra a pueda dar vueltas completas con respecto a la barra
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a d
b c
(a) Barras extendidas
a
d
b c
(b) Barras opuestas
Figura 1.14: Posiciones l´ımite.
d en la figura 1.13(a), es necesario que se puedan alcanzar las dos posicio-
nes extremas de la figura 1.14, en que las dos barras a y d se encuentran
alineadas.
De la figura 1.14(a) podemos escribir la ecuacio´n
b+ c > a+ d (1.3)
y de la figura 1.14(b)
d− a > c− b (1.4)
La ecuacio´n 1.3 expresa la propiedad de todo tria´ngulo que establece
que la suma de las longitudes de dos de sus lados es mayor que la del
tercero. Por su parte, la ecuacio´n 1.4 expresa la propiedad que establece
que la diferencia de las longitudes de dos lados es menor que la del tercero.
La ecuacio´n 1.4 se puede escribir tambie´n como
b+ d > a+ c (1.5)
Las desigualdades 1.3 y 1.5 se han obtenido estudiando la condicio´n de
que la barra a de´ vueltas completas con respecto a la d. Un razonamiento
ana´logo se puede seguir con el resto de las combinaciones entre barras, para
obtener fa´cilmente la siguiente tabla de desigualdades:
Barras Desigualdad I Desigualdad II
a y d b+ c > a+ d (iii) b+ d > a+ c (i)
a y c b+ d > a+ c (i) b+ c > a+ d (iii)
a y b c+ d > a+ b (i) b+ c > a+ d (iii)
b y d a+ c > b+ d (ii) a+ d > b+ c (iv)
b y c a+ d > b+ c (iv) a+ c > b+ d (ii)
c y d a+ b > c+ d (ii) a+ d > b+ c (iv)
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Observando esta tabla se ve que u´nicamente aparecen cuatro tipos de
desigualdades diferentes, catalogadas como i, ii, iii y iv. Las desigualdades
i son las que se cumplen automa´ticamente, como por ejemplo que la suma de
las dos barras ma´s largas es mayor que la de las dos barras ma´s cortas. Las
desigualdades de tipo ii son imposibles, como que la suma de las dos barras
ma´s cortas es mayor que la de las dos ma´s largas. Por u´ltimo, aparecen las
desigualdades iii y iv, una opuesta de la otra, que pueden cumplirse o no.
A la desigualdad iii se le conoce con el nombre de desigualdad de Grashoff.
De la tabla anterior se pueden sacar las siguientes conclusiones:
1. La u´nica barra que puede dar vueltas completas con respecto a las
dema´s es la pequen˜a. Para probarlo, basta con ver que cuando la
barra a no aparece en la primera columna siempre se da una condicio´n
imposible.
2. Si la barra pequen˜a puede dar vueltas completas con respecto de otra
barra, tambie´n puede dar vueltas completas con respecto a todas las
dema´s. En efecto, para que la barra a pueda dar vueltas completas
es necesario que se satisfaga la desigualdad de Grashoff y, entonces,
se satisfacen tambie´n las condiciones necesarias para que la barra a
de´ vueltas completas con respecto a las barras b, c y d. Si se satisface
la desigualdad de Grashoff, el movimiento del cuadrila´tero es
Doble manivela (figura 1.15(a)) si el elemento a es el fijo (enton-
ces las dos barras contiguas al fijo dan vueltas completas, por lo
que son manivelas).
Manivela-balanc´ın (figura 1.15(b)) si el elemento a es contiguo
al fijo.
Doble balanc´ın (figura 1.15(c)) si el elemento a es opuesto al fijo.
3. Si no se cumple la desigualdad de Grashoff, el cuadrila´tero es de doble
balanc´ın.
El caso l´ımite en que se satisface la igualdad b + c = a + d, corres-
ponde a un cuadrila´tero que pasa por posiciones singulares. La figura 1.16
muestra el cuadrila´tero en una posicio´n singular, cuando las cuatro barras
se encuentran alineadas. En esta posicio´n, el cuadrila´tero pasa a tener ins-
tanta´neamente dos grados de libertad en lugar de uno, como ser´ıa normal.
Por ello, los extremos de las barras a y c pueden ir hacia arriba o hacia
abajo independientemente el uno del otro.
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(a) Doble manivela (b) Manivela-balanc´ın (c) Doble balanc´ın
Figura 1.15: Movimientos del cuadrila´tero articulado
d
b c
a
d
b c
a
d
b
c
a
Figura 1.16: Posicio´n singular con dos posibles caminos.
1.5. Criterio de Gru¨bler
El criterio de Gru¨bler sirve para determinar el nu´mero de grados de
libertad de un mecanismo a partir del nu´mero de elementos y pares que
lo componen. A continuacio´n, veremos por separado el criterio de Gru¨bler
para mecanismos planos y tridimensionales.
1.5.1. Criterio de Gru¨bler en el plano
Un conjunto de N elementos libres (sin pares) tiene 3N grados de li-
bertad en el plano, pues cada elemento libre tiene 3 grados de libertad. Al
fijar un elemento quedan 3(N − 1) grados de libertad, correspondientes a
los N − 1 elementos mo´viles que quedan. Para formar un mecanismo, uni-
mos a continuacio´n los elementos mediante pares cinema´ticos. Cada nuevo
par cinema´tico restringe posibilidades de movimiento de los elementos: por
ejemplo, un par de clase I restringe dos grados de libertad, pues permite un
u´nico movimiento. Ana´logamente, un par de clase II restringe un grado de
libertad, pues permite dos movimientos. Por tanto, el nu´mero de grados de
libertad G se obtiene restando los grados de libertad restringidos por los
pares a los 3(N − 1) grados de libertad que ten´ıan los elementos flotantes,
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Figura 1.17 Figura 1.18
Figura 1.19 Figura 1.20 Figura 1.21
es decir
G = 3(N − 1)− 2 pI − pII (1.6)
donde pI y pII son los nu´meros de pares de clase I y II, respectivamen-
te. Veamos, a continuacio´n, algunos ejemplos que muestran el uso y las
limitaciones del criterio de Gru¨bler.
Ejemplo 1.1 El cuadrila´tero articulado de la figura 1.17 tiene N = 4 y
pI = 4, luego el nu´mero de grados de libertad es
G = 3 · (4− 1)− 2 · 4 = 1
Ejemplo 1.2 Si al acoplador del ejemplo anterior le damos forma trian-
gular y an˜adimos una barra adicional articulada al elemento fijo, como se
muestra en la figura 1.18, tenemos N = 5 y pI = 6, luego
G = 3 · (5− 1)− 2 · 6 = 0
es decir, no se trata de un mecanismo, sino de una estructura sin capacidad
de movimiento.
Ejemplo 1.3 En el cuadrila´tero de la figura 1.19 tenemos N = 4, pI = 3
y pII = 1, luego
G = 3 · (4− 1)− 2 · 3− 1 · 1 = 2
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Figura 1.22 Figura 1.23
Ejemplo 1.4 En el mecanismo de la figura 1.20, proveniente de la cadena
cinema´tica de Watt, se tiene N = 6, pI = 7, luego
G = 3 · (6− 1)− 2 · 7 = 1
Ejemplo 1.5 En el mecanismo de la figura 1.21 tenemos N = 6 y pI = 7,
por lo que
G = 3 · (6− 1)− 2 · 7 = 1
En este mecanismo hay que tener en cuenta que un par ternario debe
ser considerando como dos pares binarios, ya que una articulacio´n en la
que confluyen tres barras es equivalente a dos articulaciones con dos barras
cada una, segu´n se indica en la figura.
Los ejemplos vistos hasta ahora prueban que el criterio de Gru¨bler es
una buena herramienta para conocer el nu´mero de grados de libertad en
muchos mecanismos. Sin embargo, debido a sus limitaciones debe ser uti-
lizado con precaucio´n. Veamos a continuacio´n dos ejemplos que muestran
dichas limitaciones.
Ejemplo 1.6 En el mecanismo de la figura 1.22, tenemos G = 5 y pI=6,
por lo que
G = 3 · (5− 1)− 2 · 6 = 0
A pesar de que el resultado indica que el mecanismo no deber´ıa mover-
se, es evidente que se movera´ pues se trata de un cuadrila´tero articulado
normal con barras redundantes. El fallo del criterio de Gru¨bler se debe a
que e´ste so´lo tiene en cuenta las caracter´ısticas estructurales (nu´mero de
elementos y de pares), pero no contempla las dimensiones y caracter´ısticas
geome´tricas. Este mecanismo es estructuralmente ide´ntico al de la figu-
ra 1.18 que, como se vio, no tiene movilidad. Sin embargo, debido a su
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Figura 1.24: Mecanismo RSCR. Figura 1.25: Cuadrila´tero plano.
geometr´ıa particular de tres barras paralelas con or´ıgenes alineados, este
mecanismo si puede moverse.
Ejemplo 1.7 Otra limitacio´n del criterio de Gru¨bler se puede ver en la
figura 1.23. En ella, el recuento de elementos y pares da como resultado
N = 9 y pI = 12, por lo que
G = 3 · (9− 1)− 2 · 12 = 0
Sin embargo, se aprecia que la parte derecha del mecanismo es un cua-
drila´tero articulado con un grado de libertad. La causa del fallo del criterio
de Gru¨bler hay que buscarla aqu´ı en que una parte del mecanismo constitu-
ye una estructura hiperesta´tica de grado 1, sin posibilidad de movimiento,
mientras que la otra es un mecanismo. Como el criterio de Gru¨bler aplica
la fo´rmula a su conjunto, en lugar de a cada parte, las conclusiones que
se deducen son falsas. El lector puede concluir fa´cilmente que, al aplicar el
criterio de Gru¨bler independientemente a la parte de la izquierda y de la
derecha, se obtiene, respectivamente, G = −1 y G = 1.
1.5.2. Criterio de Gru¨bler en el espacio
En el caso tridimensional el criterio de Gru¨bler adopta una forma ana´lo-
ga a la del plano, que en este caso es
G = 6 · (N − 1)− 5 · pI − 4 · pII − 3 · pIII (1.7)
Ejemplo 1.8 La figura 1.24 muestra un mecanismo RSCR, denominado
as´ı por los tipos de par que posee: revolucio´n (Revolute), esfe´rico (Spherical),
cil´ındrico (Cylindrical) y revolucio´n. En este caso, el recuento da N = 4,
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Figura 1.26: Junta universal o de Cardan.
pI = 2 (los dos pares de revolucio´n), pII = 1 (el par cil´ındrico) y pIII = 1
(el par esfe´rico). Aplicando la fo´rmula, se obtiene
G = 6 · (4− 1)− 5 · 2− 4 · 1− 3 · 1 = 1
En el caso tridimensional, las limitaciones del criterio de Gru¨bler son
ma´s numerosas, pues se multiplican los casos de configuraciones especiales.
Veamos un ejemplo.
Ejemplo 1.9 Cuando el cuadrila´tero articulado plano se considera como
tridimensional el criterio de Gru¨bler nos proporciona un resultado erro´neo.
En efecto, tal y como se ve en la figura 1.25, en el cuadrila´tero se tiene
N = 4 y pI = 4, por lo que
G = 6 · (4− 1)− 5 · 4 = −2
El error se debe, en este caso, a que el cuadrila´tero articulado plano es una
configuracio´n geome´trica especial dentro de una familia de mecanismos que
no tienen movilidad. En este caso particular, el mecanismo se mueve porque
los cuatro ejes son paralelos.
Ejemplo 1.10 Otra excepcio´n al criterio de Gru¨bler es la junta Universal
o de Cardan, mostrada en la figura 1.26. En este caso, N = 4 y pI = 4, por
lo que el criterio de Gru¨bler da G = −2, cuando el valor correcto es G = 1.
Este mecanismo pertenece a los denominados mecanismos esfe´ricos, que se
caracterizan por tener cuatro pares de revolucio´n cuyos ejes se cortan en un
mismo punto. Todos los mecanismos esfe´ricos tienen un grado de libertad.
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(a) (b) (c)
Figura 1.27
Figura 1.28 Figura 1.29 Figura 1.30
1.6. Problemas
Prob. 1.1 Empleando la ley de Grashoff (b + c > a + d) razonar si los
mecanismos de la figura 1.27 se comportan como doble manivela, manive-
la–balanc´ın o doble balanc´ın.
Prob. 1.2 Indicar de que´ cadena cinema´tica proceden los mecanismos de
las figuras 1.28-1.32.
Figura 1.31 Figura 1.32
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Figura 1.33
Rodadura
Figura 1.34
Figura 1.35 Figura 1.36
Prob. 1.3 Determinar el nu´mero de grados de libertad de los mecanismos
de las figuras 1.33 a 1.52 mediante el criterio de Gru¨bler.
Prob. 1.4 La patente americana no 7090458 es propiedad de la universidad
china de Tianjin. El invento describe un robot de dos grados de libertad,
mostrado en la figura 1.53, destinado a funciones muy ra´pidas de pick and
place. Calcular el nu´mero de grados de libertad mediante el criterio de
Gru¨bler y, si no coincide con el real, explicar la razo´n.
Figura 1.37 Figura 1.38
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Desliza
Rueda
Figura 1.39 Figura 1.40
Figura 1.41
 
 
rodadura
Figura 1.42
Figura 1.43 Figura 1.44
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Figura 1.45
Rueda
Figura 1.46
Figura 1.47 Figura 1.48
Figura 1.49
 
Figura 1.50
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Figura 1.51
Muelle-
amortiguador
Figura 1.52 Figura 1.53
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Figura 1.54 Figura 1.55
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Figura 1.56
  R
RR
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Figura 1.57
Prob. 1.5 Determinar el nu´mero de grados de libertad de los mecanismos
tridimensionales de las figuras 1.54-1.60.
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Cap´ıtulo 2
Cinema´tica del so´lido r´ıgido
2.1. Rotaciones entre sistemas de referencia
Sean los dos sistemas de referencia {a} y {b} mostrados en la figura 2.1,
cuya orientacio´n viene definida mediante los vectores unitarios ia, ja, ka e
ib, jb, kb. Sea u un vector cualquiera. Por definicio´n las componentes del
vector u en el sistema de referencia {a} son las tres proyecciones de u sobre
los vectores unitarios del sistema de referencia {a}, que denotaremos
au =

aux
auy
auz
 (2.1)
El super´ındice a la izquierda indicara´, en adelante, el sistema de referen-
cia al que se refieren las componentes del vector. Adoptaremos el convenio
de que todo vector sin super´ındice tendra´ sus componentes referidas al sis-
tema de referencia {0}, que tomaremos como fijo. Por tanto, la expresio´n
0u sera´ equivalente a u.
ja
ia
ka
jb
ib
kb
u
{a}
{b}
Figura 2.1: Representacio´n de un vector en sistemas de referencia distintos.
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Puesto que la proyeccio´n de un vector arbitrario u sobre otro vector
unitario w se obtiene mediante el producto escalar entre u y w, podemos
escribir las tres componentes (proyecciones) del vector u en el sistema de
referencia {a} mediante las tres proyecciones
aux = u
T ia
auy = u
T ja
auz = u
T ka
(2.2)
Ana´logamente, las componentes del vector u referidas al sistema de
referencia {b} se pueden expresar mediante las proyecciones
bux = u
T ib
buy = u
T jb
buz = u
T kb
(2.3)
Lo´gicamente, las componentes de u en los sistemas de referencia {a} y
{b} esta´n relacionadas, ya que representan dos formas diferentes de expre-
sar una misma magnitud vectorial. Para hallar esta relacio´n, partimos de
la ecuacio´n 2.2 y observamos que todos los vectores del lado derecho esta´n
expresados en el sistema de referencia {0}, pues no tienen super´ındice a
la izquierda. Teniendo en cuenta que el producto escalar de dos vectores
es invariante respecto del sistema de referencia en que se expresan los vec-
tores, podemos sustituir el sistema de referencia {0} por el sistema {b},
obteniendo:
aux =
buT bia
auy =
buT bja
auz =
buT bka
(2.4)
La ecuacio´n 2.4 se puede expresar de forma matricial como
au =

biTa
bjTa
bkTa
 bu = aRb bu (2.5)
donde la matriz aRb se conoce como matriz de cambio de base o matriz de
rotacio´n entre los sistemas {b} y {a}.
Ana´logamente, podemos expresar la parte derecha de la ecuacio´n 2.3 en
el sistema de referencia {a}, obteniendo
bux =
auT aib
buy =
auT ajb
buz =
auT akb
(2.6)
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y de forma matricial
bu =

aiTb
ajTb
akTb
 au = bRa au (2.7)
donde bRa se denomina matriz de cambio de base entre {a} y {b}.
Las matrices de rotacio´n aRb y
bRa poseen tres propiedades:
1. Son ortogonales, es decir, su inversa coincide con su transpuesta. Para
probarlo, basta con hacer el producto
aRb
aRTb =

biTa
bjTa
bkTa
 [ bia bja bka ] =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 (2.8)
2. La inversa de aRb es
bRa, propiedad que se deduce directamente de
las ecuaciones 2.5 y 2.7. Por tanto, al transponer o invertir una matriz
de rotacio´n sus ı´ndices a y b se permutan.
3. Las columnas de la matriz aRb son los vectores unitarios del sistema
de referencia {b} expresados en el sistema de referencia {a}, ya que
aplicando las propiedades anteriores se puede escribir
aRb =
bRTa =

aiTb
ajTb
akTb

T
=
[
aib
ajb
akb
]
(2.9)
La matriz de rotacio´n tiene dos interpretaciones posibles: la primera,
que se ha utilizado en este apartado, considera a la matriz aRb como una
matriz de cambio de base que transforma las componentes de un vector
referidas al sistema {b} en componentes referidas al sistema {a}. La segun-
da interpretacio´n tiene un sentido ma´s f´ısico y considera a la matriz aRb
como una transformacio´n de vectores, capaz de llevar un vector desde una
posicio´n inicial hasta una posicio´n final mediante una rotacio´n. Veamos un
ejemplo plano sencillo para aclarar la diferencia entre las dos interpretacio-
nes.
Ejemplo 2.1 Consideremos los dos sistemas de referencia {a} y {b} mos-
trados en la figura 2.2. Como hemos visto, las columnas de la matriz aRb
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ia
ib
jb
u
30º
Figura 2.2: Matriz de cambio de base.
i
j
30º
ui
uf
Figura 2.3: Matriz de rotacio´n.
son los vectores unitarios del sistema {b} expresados en el sistema {a}. Por
tanto,
aRb =
 √32 −12
1
2
√
3
2
 (2.10)
Segu´n lo visto, las componentes del vector u en los dos sistemas de
referencia esta´n relacionadas mediante la expresio´n
au =
[ √
3
2 −12
1
2
√
3
2
]
bu (2.11)
Consideremos ahora un u´nico sistema de referencia, mostrado en la
figura 2.3, y un vector cualquiera ui, en una posicio´n que tomamos como
inicial. Al premultiplicar ui por la matriz
aRb anterior, se obtiene un nuevo
vector uf . Para indagar por la naturaleza de esta transformacio´n, podemos
elegir un vector ui concreto, como por ejemplo ui = {1 0}. Dicho vector se
transformara´ en uf segu´n el producto
uf =
 √32 −12
1
2
√
3
2
 { 1
0
}
=
{ √
3
2
1
2
}
(2.12)
que resulta ser el mismo vector girado 30o. Ana´logamente, la transforma-
cio´n del vector ui = {0 1} sera´
uf =
 √32 −12
1
2
√
3
2
 { 0
1
}
=
{ −12√
3
2
}
(2.13)
que supone tambie´n una rotacio´n de 30o. Puesto que todo vector puede ser
expresado como combinacio´n lineal de {1 0} y {0 1}, concluimos que la
transformacio´n que provoca la matriz aRb es siempre una rotacio´n de 30
o.
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2.2. Parametrizacio´n de las rotaciones
En numerosas aplicaciones de la ingenier´ıa es preciso expresar la orien-
tacio´n de un sistema de referencia objetivo con respecto a otro sistema de
referencia base. Para ello, podr´ıamos utilizar directamente la matriz de ro-
tacio´n entre ambos, ya que sus columnas contienen las componentes de los
vectores unitarios del sistema de referencia objetivo con respecto del sistema
de referencia base. Pese a la aparente simplicidad, esta eleccio´n comporta
ciertos inconvenientes, el ma´s grave de los cuales procede de que los nueve
elementos de la matriz de rotacio´n no son independientes. En efecto, puesto
que las columnas de la matriz aRb son los vectores unitarios del sistema
de referencia {b} en el sistema de referencia {a}, las tres columnas de la
matriz debera´n satisfacer las seis ecuaciones de ortonormalidad
aiTb
aib = 1
ajTb
ajb = 1
akTb
akb = 1
aiTb
ajb = 0 (2.14)
aiTb
akb = 0
ajTb
akb = 0
Por tanto, si los nueve elementos de la matriz esta´n sujetos a seis con-
diciones, so´lo tres de ellos sera´n independientes o, dicho de otra forma,
conocidos tres valores de la matriz de rotacio´n, los seis restantes se pueden
calcular con ayuda de las ecuaciones 2.14.
Una pra´ctica comu´n para describir las orientaciones consiste en utilizar
un conjunto de tres (o cuatro) para´metros con sentido f´ısico. De entre ellos,
el ma´s frecuente es el formado por los a´ngulos de Euler en sus mu´ltiples
variantes, cuya principal ventaja reside en el sentido f´ısico, fa´cilmente com-
prensible. Tambie´n se emplean con frecuencia otras formas de describir las
orientaciones basadas en el Teorema de Euler-Chasles y en el concepto de
quaternions. Veremos a continuacio´n algunas de estas formas de parame-
trizar las rotaciones.
2.2.1. A´ngulos de Euler XY Z en ejes fijos
Los a´ngulos de Euler XY Z en ejes fijos son tres rotaciones γ, β, α al-
rededor de los ejes X,Y, Z fijos, respectivamente. La palabra fijos tiene
aqu´ı un significado especial, que se ilustra en la figura 2.4. La primera ro-
tacio´n gira un a´ngulo γ alrededor del eje Xa, transformando el sistema de
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Figura 2.4: A´ngulos de Euler XY Z en ejes fijos.
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Figura 2.5: A´ngulos roll, pitch y yaw.
referencia {a} en en {b′}. A continuacio´n, se gira el sistema {b′} un a´ngulo
β alrededor del eje Ya, obteniendo el sistema {b′′}. Finalmente, se gira {b′′}
un a´ngulo α respecto al eje Za, llegando finalmente al sistema {b}, cuya
orientacio´n queremos expresar. A estos tres a´ngulos γ, β, α se les conoce en
aerona´utica como roll, pitch y yaw, pues representan los tres giros de un
avio´n indicados en la figura 2.5.
Para calcular la matriz de rotacio´n aRb, aplicamos las rotaciones suce-
sivamente: primero la rotacio´n en Xa, despue´s la rotacio´n en Ya y, final-
mente, la rotacio´n en Za. Teniendo en cuenta que la primera rotacio´n es la
que debe ocupar la posicio´n de ma´s a la derecha (puesto que al multiplicar
las matrices por un vector se comienza a operar por la derecha), podemos
escribir
aRb = ROT (α,Z)ROT (β, Y )ROT (γ,X) (2.15)
donde ROT (α,Z) representa la matriz rotacio´n elemental que gira un
a´ngulo α alrededor del eje Za. Ana´logamente, las matrices ROT (β, Y ) y
ROT (γ,X) representan matrices de rotacio´n elementales alrededor de los
ejes Ya y Xa, respectivamente. Escribiendo sus valores y operando, se ob-
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Figura 2.6: A´ngulos de Euler ZY X en ejes seguidores.
tiene:
aRb =
 cα −sα 0sα cα 0
0 0 1
 cβ 0 sβ0 1 0
−sβ 0 cβ
 1 0 00 cγ −sγ
0 sγ cγ
 =
=
 cα cβ cα sβ sγ − sα cγ cα sβcγ + sα sγsα cβ sα sβ sγ + cα cγ sα sβ cγ − cα sγ
−sβ cβ sγ cβ cγ
 (2.16)
expresio´n que permite obtener la matriz de cambio de base aRb a partir de
los a´ngulos α, β y γ.
El problema inverso consiste en determinar los a´ngulos de Euler α, β, γ
dados los nueve elementos de la matriz de rotacio´n aRb, es decir, suponiendo
conocidos los valores nume´ricos rij de la expresio´n
aRb =
 r11 r12 r13r21 r22 r23
r31 r32 r33
 (2.17)
La solucio´n viene dada por las expresiones
senβ = −r31 cosβ = ±
√
1− sen2β
senα =
r21
cosβ
cosα =
r11
cosβ
(2.18)
sen γ =
r32
cosβ
cos γ =
r33
cosβ
donde el signo de cosβ se puede escoger arbitrariamente. Cuando cosβ = 0,
es decir, cuando β = pi/2 ± npi (n = 0, 1, ...), se produce una orientacio´n
singular para la que no se pueden calcular los a´ngulos de Euler, ya que la
solucio´n esta´ indeterminada y hay infinitas combinaciones de α, β, γ que
producen la misma matriz de rotacio´n.
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2.2.2. A´ngulos de Euler ZY X en ejes seguidores
Los a´ngulos de Euler ZY X en ejes seguidores son tres rotaciones α, β, γ
alrededor de los ejes Z, Y,X seguidores, respectivamente. Por seguidores se
entienden las rotaciones que se dan, no respecto a los ejes originales como
en el apartado anterior, sino respecto a los ejes girados. El orden de las
rotaciones, segu´n se indica en la figura 2.6, es el siguiente: primero se rota
un a´ngulo α alrededor del eje Za, obtenie´ndose el sistema de referencia {b′}.
Despue´s se rota {b′} un a´ngulo β alrededor del eje Yb′ , es decir, alrededor
del eje Y ya rotado, obtenie´ndose el sistema {b′′}. Finalmente, se rota {b′′}
un a´ngulo γ alrededor del eje Xb′′ para llegar al sistema {b}.
La secuencia de rotaciones se puede escribir, en este caso, mediante la
siguiente composicio´n de matrices de cambio de base:
aRb =
aRb′
b′Rb′′
b′′Rb (2.19)
Para pasar de {a} a {b′} hemos aplicado una rotacio´n elemental de un
a´ngulo α alrededor del eje Z, de manera que aRb′ = ROT (α,Z). Ana´loga-
mente, para pasar de {b′} a {b′′} hemos dado una rotacio´n elemental de un
a´ngulo β alrededor del eje Y , por lo que b
′
Rb′′ = ROT (β, Y ). Finalmente,
para pasar de {b′′} a {b} hemos dado una rotacio´n elemental de un a´ngulo γ
alrededor del eje X, por lo que b
′′
Rb = ROT (γ,X). Sustituyendo, tenemos
aRb = ROT (α,Z)ROT (β, Y )ROT (γ,X) (2.20)
que es un resultado ide´ntico al que obtuvimos en la ecuacio´n 2.15, por lo
que la expresio´n de aRb en funcio´n de los a´ngulos α, β y γ viene tambie´n
dada por la ecuacio´n 2.16.
Este resultado es, en cierto modo, sorprendente; aunque las rotacio-
nes no son conmutativas1, el resultados anterior demuestra que al aplicar
sucesivamente tres rotaciones γ, β, α alrededor de ejes XY Z fijos se obtie-
ne la misma orientacio´n que al aplicar sucesivamente tres rotaciones α, β, γ
alrededor de ejes ZY X seguidores, lo que representa una propiedad pseudo-
conmutativa.
Ejemplo 2.2 La figura 2.7 muestra un paralelep´ıpedo que se rota α = β =
γ = 90o en ejes fijos y seguidores. Como se ve, con la secuencia γ, β, α
alrededor de ejes XY Z fijos se llega a la misma posicio´n final que con la
secuencia rotaciones α, β, γ alrededor de ejes ZY X seguidores.
1Segu´n se ha visto, una rotacio´n equivale a una multiplicacio´n por una matriz de 3×3.
Puesto que el producto de matrices no es conmutativo, tampoco lo es la composicio´n de
rotaciones.
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Figura 2.7: Rotaciones de un paralelep´ıpedo en ejes fijos y ejes seguidores.
Ejemplo 2.3 De acuerdo con la expresio´n 2.18, la orientacio´n final del
ejemplo anterior es singular, ya que β = 90o. Ello significa que existen
infinitas formas de pasar de la orientacio´n inicial a la final ¿Co´mo podemos
encontrar otro conjunto de rotaciones distinto del anterior (α = β = γ =
90o) y que produzca el mismo resultado final?
A simple vista podemos ver que las rotaciones α = 0, β = 90o y γ = 0
producen la misma orientacio´n final, por lo que debe tratarse de una de las
soluciones posibles.
Para resolver el problema de forma general, sustituimos en la expresio´n
2.20, o su equivalente la 2.16, el valor del a´ngulo β = 90o, obteniendo:
aRb = ROT (α,Z) ROT
(
pi
2 , Y
)
ROT (γ,X) =
=
 cosα − senα 0senα cosα 0
0 0 1
 0 0 10 1 0
−1 0 0
 1 0 00 cos γ − sen γ
0 sen γ cos γ
 =
=
 0 sen(γ − α) cos(γ − α)0 cos(γ − α) − sen(γ − α)
−1 0 0
 (2.21)
Por otra parte, la matriz correspondiente a la orientacio´n final del ejem-
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Figura 2.8: Rotacio´n de vi alrededor del eje u.
plo es:
aRb =
 0 0 10 1 0
−1 0 0
 (2.22)
Se observa que ambas matrices coinciden siempre que α = γ. Por tanto,
cualquier conjunto de rotaciones que cumpla las propiedades α = γ y β =
90o, permite pasar de la orientacio´n inicial a la orientacio´n final.
2.2.3. Rotacio´n alrededor de un eje
Otra forma de especificar la rotacio´n relativa entre dos sistemas de
referencia es mediante la rotacio´n alrededor de un eje. El teorema de Euler-
Chasles establece que dado un sistema de referencia {a} y otro {b}, se puede
pasar de la orientacio´n de {a} a la de {b} mediante una u´nica rotacio´n
ψ alrededor de un eje u. Tomando dicho vector como unitario, se puede
combinar la informacio´n relativa a la direccio´n del eje de giro y al a´ngulo
girado en un solo vector Ψ cuyo mo´dulo es, precisamente, el a´ngulo ψ y
cuya direccio´n es la del vector unitario u.
Podemos escribir el vector Ψ como
Ψ = uψ (2.23)
cuyo mo´dulo es
|Ψ| = ψ (2.24)
El vector Ψ representa otra forma de expresar las orientaciones, por lo
que constituye una alternativa a los a´ngulos de Euler vistos en los apartados
precedentes.
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Para obtener la matriz de rotacio´n en funcio´n de las tres componentes
de Ψ, partimos de la figura 2.8, donde se muestra un vector vi que, al ser
rotado un a´ngulo ψ alrededor del eje u, se convierte en vf . Llamando
aRb
a la matriz de rotacio´n buscada, podemos escribir:
vf =
aRb vi (2.25)
Definimos el vector m, perpendicular al plano formado por vi y u,
mediante la expresio´n
m = u× vi = u˜ vi (2.26)
y otro vector n, contenido en el plano de vi y u
n = −u×m = −u˜ m = −u˜ u˜ vi (2.27)
donde la matriz u˜ es la conocida matriz antisime´trica asociada al producto
vectorial, cuya expresio´n y propiedades se pueden consultar en el ape´ndice,
al final del cap´ıtulo.
Los vectores m y n esta´n contenidos en un plano normal a u, sobre
el que el extremo de vi describe un arco de circunferencia que abarca un
a´ngulo ψ al pasar a vf . Definimos un nuevo vector p, incluido en este plano
p = n cosψ + m senψ (2.28)
Con los vectores n y p recie´n definidos, podemos escribir la ecuacio´n
vectorial
vf = vi − n + p (2.29)
Sustituyendo las expresiones 2.25-2.28 en la ecuacio´n 2.29, se obtiene
vf = vi + u˜ u˜ vi − u˜ u˜ vi cosψ + u˜ vi senψ =
= (I + u˜ u˜ (1− cosψ) + u˜ senψ) vi (2.30)
Comparando con la ecuacio´n 2.25, concluimos que la expresio´n de la
matriz de rotacio´n es
aRb = (I + u˜ u˜ (1− cosψ) + u˜ senψ) (2.31)
Operando, se puede obtener la siguiente expresio´n expl´ıcita de la matriz
de rotacio´n:
aRb =
 −(u2y + u2z)α+ 1 uxuyα− uzβ uxuzα+ uyβuxuyα+ uzβ −(u2x + u2z))α+ 1 uyuzα− uxβ
uxuzα− uyβ uyuzα+ uxβ −(u2x + u2y)α+ 1

(2.32)
donde α = 1− cosψ y β = senψ.
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2.2.4. Para´metros de Euler
Los para´metros de Euler son la forma ma´s conocida de representar
la orientacio´n con un conjunto de cuatro para´metros. La definicio´n de los
para´metros de Euler se apoya, como en el apartado anterior, en una rotacio´n
ψ alrededor de un eje u. Los cuatro para´metros de Euler e0, e1, e2, e3 se
definen de la siguiente forma:
e0 = cos
ψ
2
e1 = ux sen
ψ
2
e2 = uy sen
ψ
2
e3 = uz sen
ψ
2
(2.33)
Los para´metros de Euler esta´n relacionados por la ecuacio´n algebraica
e20 + e
2
1 + e
2
2 + e
2
3 = 1. A diferencia de los a´ngulos de Euler, los para´metros
de Euler no tienen ninguna orientacio´n singular, por lo que son capaces de
definir de forma un´ıvoca cualquier orientacio´n posible.
2.3. Ana´lisis de velocidades y aceleraciones
2.3.1. Derivacio´n en distintos sistemas de referencia
La figura 2.9 muestra dos sistemas de referencia {a} y {b}, que se mue-
ven uno respecto del otro, y un vector u. Al derivar el vector u respecto
del tiempo, es necesario tener presentes dos sistemas de referencia:
El sistema de referencia en el que se deriva
El sistema de referencia en el que se expresan las componentes de la
derivada.
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Estos dos sistemas son conceptualmente diferentes, aunque en algunos
casos pueden coincidir. Para aclarar estos conceptos, llamemos ava a la
derivada respecto al tiempo del vector au:
ava =
d (au)
dt
(2.34)
F´ısicamente, ava representa la variacio´n de las componentes de u que
ver´ıa un observador situado en el sistema de referencia {a}, por lo que
{a} es el sistema de referencia respecto al que se deriva. La derivada, por
su parte, es tambie´n un vector, y sus componentes pueden ser expresadas
en cualquier sistema de referencia, en este caso tambie´n el {a}. No habr´ıa
ningu´n obsta´culo en expresar dicho vector en otro sistema de referencia,
por ejemplo el {b}, obteniendo bva, que representa f´ısicamente la variacio´n
de las componentes del vector u tal como la ver´ıa un observador situado en
{a} pero con sus componentes referidas al sistema {b}.
Ejemplo 2.4 En la figura 2.10 se muestra un sistema de referencia {b} que
gira con velocidad angular ω constante alrededor de su eje kb. Durante el
movimiento, kb permanece paralelo a ia y el vector u permanece r´ıgidamente
unido a {b}. Podemos escribir
au =

0
cosωt
senωt
 (2.35)
Al derivar, tenemos
ava =
d (au)
dt
=

0
−ω senωt
ω cosωt
 (2.36)
Este vector ava representa la velocidad del vector u vista desde el sistema
{a}. Como todo vector, va se puede expresar tambie´n en otro sistema de
referencia. Para pasar de {a} a {b} debemos multiplicar por la matriz de
rotacio´n:
bva =
bRa
ava = (
aRb)
T ava =
=
 0 0 1cosωt − senωt 0
senωt cosωt 0
T 
0
−ω senωt
ω cosωt
 =

0
ω
0
 (2.37)
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Ana´logamente, podr´ıamos calcular bvb como
bvb =
d
(
bu
)
dt
=
d
dt

1
0
0
 =

0
0
0
 (2.38)
y, por tanto,
avb =
a Rb
bvb =

0
0
0
 (2.39)
En adelante, adoptaremos el convenio de tomar el sistema de referencia
fijo {0} como sistema de derivacio´n y reservaremos para ello la notacio´n del
punto sobre la magnitud que se deriva. Por tanto, u˙ representara´ la derivada
del vector u con respecto del sistema de referencia fijo. El super´ındice a la
izquierda indicara´, como hasta ahora, el sistema de referencia en el que se
expresan las componentes. Con esta notacio´n, conviene observar que au˙ no
debe confundirse con d
au
dt , sino que
au˙ = aR0
du
dt
(2.40)
Las derivaciones en sistemas de referencia distintos del fijo se indicara´n
expl´ıcitamente.
2.3.2. Velocidad angular y aceleracio´n angular
Consideremos el sistema de referencia {a} y el vector de mo´dulo cons-
tante u que se mueve solidariamente unido al sistema {a}. Podemos escribir
u = Ra
au (2.41)
Al derivar la expresio´n anterior, se obtiene
v = u˙ =
d (Ra
au)
dt
= R˙a
au + Ra
d (au)
dt︸ ︷︷ ︸
=0
= R˙a
au (2.42)
Despejando au de la ecuacio´n 2.41 y sustituyendo, se deduce
u˙ = R˙a (Ra)
T u (2.43)
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El producto R˙a (Ra)
T es una matriz antisime´trica2, como se puede de-
mostrar a partir de la propiedad de ortogonalidad de la matriz de rotacio´n,
que establece
Ra (Ra)
T = I (2.44)
Derivando respecto al tiempo,
R˙a (Ra)
T = −Ra
(
R˙a
)T
(2.45)
Como el miembro de la izquierda coincide con el miembro de la derecha
transpuesto y cambiado de signo, esta ecuacio´n demuestra la proposicio´n.
Puesto que toda matriz antisime´trica puede interpretarse como un operador
de producto vectorial por su vector dual asociado (ver Ape´ndice), llamando
velocidad angular ωa a dicho vector dual, se puede escribir
ω˜a = R˙a (Ra)
T (2.46)
Con esta definicio´n, la ecuacio´n 2.43 se puede escribir como
u˙ = ω˜a u = ωa × u (2.47)
F´ısicamente, el vector de velocidad angular ωa expresa la velocidad con
la que el sistema {a} cambia su orientacio´n con respecto al sistema {0}.
Consideremos ahora el caso de mayor generalidad. Sea un sistema de
referencia {a} que se mueve respecto al sistema {0}, y un vector u que se
mueve arbitrariamente. Al derivar u, podremos escribir
u˙ =
d (Ra
au)
dt
= R˙a R
T
a u + Ra
d au
dt
= ωa × u + Rad
au
dt
(2.48)
Ma´s adelante utilizaremos esta ecuacio´n como fo´rmula de derivacio´n
de un vector gene´rico, que se conoce tambie´n como regla de derivacio´n de
Boure.
La aceleracio´n angular αa se define como la derivada de la velocidad
angular con respecto al tiempo, es decir ω˙a.
2Por definicio´n, una matriz A es antisime´trica cuando AT = −A
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2.3.3. Campos de velocidad y aceleracio´n del so´lido r´ıgido
Consideremos el so´lido r´ıgido mostrado en la figura 2.11, con el sistema
de referencia {s} solidariamente unido a e´l. Llamamos A al origen del sis-
tema de referencia {s} y B a una part´ıcula material del so´lido. Podemos
escribir la igualdad vectorial
rB = rA + u (2.49)
Derivando esta ecuacio´n, obtenemos
vB = vA + ωs × u (2.50)
donde vA y vB son las velocidades de los puntos A y B, y la derivada de u
se obtuvo en la ecuacio´n 2.47. Al producto ωs × u se le denomina tambie´n
velocidad de B con respecto a A, y se denota con las letras vBA. Puesto
que el sistema {s} esta´ r´ıgidamente unido al so´lido, la velocidad angular
del so´lido es ωs, la misma que la de {s}. La forma simplificada de escribir
el campo de velocidades de un so´lido r´ıgido es,
vB = vA + vBA (2.51)
Para obtener el campo de aceleraciones, se deriva la ecuacio´n 2.50, re-
sultando:
aB = aA +αs × u + ωs × u˙ = aA +αs × u + ωs × ωs × u (2.52)
donde aA y aB son las aceleraciones de los puntos A y B, y αs es la
aceleracio´n angular del sistema de referencia del so´lido. A los dos sumandos
que acompan˜an a aA se les denomina componentes de la aceleracio´n de B
con respecto a A y se denotan con el vector aBA.
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En el caso plano, el te´rmino αs × u representa la componente de aBA
perpendicular al vector u, es decir, perpendicular a la l´ınea que une A con
B, por lo que se denomina aceleracio´n de B con respecto de A tangencial y
se denota atBA. Por su parte, el te´rmino ωs×ωs×u es la componente de aBA
que lleva la direccio´n del vector u, por lo que se le denomina aceleracio´n de
B con respecto de A normal y se denota anBA. Con esta notacio´n, la forma
simplificada de escribir el campo de aceleraciones del so´lido r´ıgido es
aB = aA + a
t
BA + a
n
BA (2.53)
2.3.4. Movimiento de arrastre y relativo de un punto
La 2.12 muestra un sistema de referencia {s} que se mueve respecto del
fijo {0}. Una part´ıcula material B tiene un movimiento arbitrario respecto
de {s} y respecto de {0}. Podemos escribir
rB = rA + u (2.54)
Derivando respecto del tiempo segu´n la ecuacio´n 2.48, se obtiene
vB = vA + ωs × u + Rsd
su
dt
(2.55)
Comparando esta ecuacio´n con la 2.50, deducimos que los dos primeros
sumandos representan la velocidad del punto B como si estuviese r´ıgida-
mente unido al sistema de referencia {s}, por lo que reciben el nombre
de velocidad de arrastre y se denota varr. El tercer sumando representa
la velocidad del punto B tal y como la ver´ıa un observador subido en el
sistema {s}, pero con sus componentes referidas al sistema {0}, por lo que
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recibe el nombre de velocidad relativa y se denota vrel. Con esta notacio´n,
la ecuacio´n 2.55 puede reescribirse como
vB = varr + vrel (2.56)
Derivando respecto al tiempo la ecuacio´n 2.55, resulta
aB = aA +
d (ωs × u)
dt
+
dvrel
dt
(2.57)
donde
d (ωs × u)
dt
= αs × u + ωs × u˙ = αs × u + ωs × ωs × u +
+ωs ×Rsd
su
dt︸ ︷︷ ︸
vrel
(2.58)
y
dvrel
dt
= R˙s
d su
dt
+ Rs
d2 su
dt2
= ωs ×Rsd
su
dt
+ Rs
d2 su
dt2
=
= ωs × vrel + Rsd
2 su
dt2
(2.59)
donde el valor de R˙s = ωs×Rs se deduce de la ecuacio´n 2.46. Sustituyendo
las ecuaciones 2.58 y 2.59 en la 2.57, resulta:
aB = aA +αs × u + ωs × ωs × u︸ ︷︷ ︸
aarr
+ Rs
d2 su
dt2︸ ︷︷ ︸
arel
+ 2ωs × vrel︸ ︷︷ ︸
acor
(2.60)
Los tres primeros sumandos de la ecuacio´n 2.60 representan la acelera-
cio´n que tendr´ıa el punto B si e´ste estuviese r´ıgidamente unido al sistema
{s}, por lo que se les denomina aceleracio´n de arrastre aarr. El siguien-
te sumando representa la aceleracio´n del punto B que ver´ıa un observador
subido en el sistema {s}, pero con sus componentes referidas al sistema fijo,
y se le denomina aceleracio´n relativa arel. Por u´ltimo, al tercer te´rmino se
le denomina aceleracio´n de Coriolis acor.
Ejemplo 2.5 Determinar la velocidad angular instanta´nea ω1 del meca-
nismo de la figura 2.13 sabiendo que el actuador hidra´ulico se alarga con
velocidad constante v.
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Comenzamos definiendo un sistema de referencia auxiliar {a}, con ori-
gen el punto O y orientado hacia el punto B. En dicho sistema, podemos
plantear la ecuacio´n vectorial
vB = varr + vrel
Teniendo en cuenta que la velocidad relativa coincide con la velocidad
v de alargamiento del actuador, podemos dibujar el tria´ngulo de la figura
2.14, de donde se deduce
vB =
v
sen 15
Por otra parte, la ecuacio´n de velocidad del so´lido AB establece
vB = vA + ω2 ×AB
que nos permite dibujar el correspondiente tria´ngulo de la figura 2.15, del
que se obtiene
ω1 =
vA
L
=
vB cos 30
L
=
√
3 v
2L sen 15
2.3.5. Movimiento de arrastre y relativo para la velocidad
y aceleracio´n angular
Repitamos ahora para la velocidad y aceleracio´n angular lo visto en la
seccio´n anterior sobre el movimiento de arrastre y relativo. Consideremos
dos sistemas de referencia mo´viles {s} y {t}, que se mueven uno respecto
del otro con un movimiento arbitrario. Para un vector u, r´ıgidamente unido
al sistema {t}, podemos escribir la transformacio´n
u = Rs
sRt
tu (2.61)
Sabemos por la ecuacio´n 2.47 que la derivada de un vector u r´ıgidamente
unido a un sistema de referencia se puede escribir como
u˙ = ωt × u (2.62)
Por otra parte, podemos tomar derivadas de la ecuacio´n 2.61, obtenien-
do
u˙ = R˙s
sRt
tu + Rs
d sRt
dt
tu = R˙s
su + Rs
d sRt
dt
tu =
= R˙s R
T
s︸ ︷︷ ︸
ωs×
u + Rs
d sRt
dt
sRTt︸ ︷︷ ︸
sωt/s×
su = ωs × u + Rs
(
sωt/s × su
)
=
= ωs × u + ωt/s × u =
(
ωs + ωt/s
)× u (2.63)
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donde ωt/s representa la velocidad angular con que un observador subido
en {s} ve girar al sistema {t}.
Comparando las dos u´ltimas ecuaciones, concluimos que
ωt = ωs + ωt/s (2.64)
que establece que la velocidad angular del sistema {t} se puede escribir co-
mo suma de la velocidad angular del sistema {s} ma´s la velocidad angular
del sistema {t} vista por un observador subido en {s}. De forma abrevia-
da, por analog´ıa con el apartado anterior, podemos decir que la velocidad
angular ωt es la suma de una velocidad angular de arrastre con el sistema
{s} ma´s una relativa angular relativa respecto de {s}, que escribimos como
ωt = ωarr + ωrel (2.65)
Para hallar la expresio´n correspondiente en aceleraciones angulares, par-
timos de la ecuacio´n 2.64, que reescribimos como
ωt = ωs + Rs
sωt/s (2.66)
Tomando derivadas respecto al tiempo, obtenemos
αt = αs + R˙s
sωt/s + Rs
d sωt/s
dt
= αs + R˙sR
T
s︸ ︷︷ ︸
ωs×
ωt/s + Rs
sαt/s =
= αs + ωs × ωt/s +αt/s (2.67)
expresio´n ana´loga a la de velocidades pero con un te´rmino adicional. Dicha
ecuacio´n establece que la aceleracio´n angular αt se puede escribir como la
suma de la aceleracio´n αs, ma´s la aceleracio´n angular con la que un ob-
servador subido en {s} ve moverse a {t}, ma´s un te´rmino adicional que se
conoce como aceleracio´n complementaria o aceleracio´n de Resal. Ma´s con-
cisamente podemos decir que la aceleracio´n αt es suma de una aceleracio´n
de arrastre, ma´s una aceleracio´n relativa, ma´s una aceleracio´n de Resal.
Matema´ticamente:
αt = αarr +αrel +αResal (2.68)
Ejemplo 2.6 Determinar las velocidades angulares y aceleraciones angu-
lares instanta´neas de los cuatro elementos del mecanismo de la figura 2.16.
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Podemos calcular las velocidades angulares empleando de forma recur-
siva la expresio´n 2.64 del movimiento de arrastre y relativo:
ω1 =

0
ϕ˙1
0
 , ω2 = ω1 + ω2/1 =

0
ϕ˙1
ϕ˙2

ω3 = ω2 + ω3/2 =
1
2

−√3 ϕ˙3
2ϕ˙1 + ϕ˙3
2ϕ˙2

ω4 = ω3 + ω4/3 =
1
2

−√3 ϕ˙3 + ϕ˙4
2ϕ˙1 + ϕ˙3 +
√
3 ϕ˙4
2ϕ˙2

Ana´logamente, con las aceleraciones angulares podemos aplicar la ecua-
cio´n 2.64 de forma recursiva:
α1 =

0
ϕ¨1
0
 , α2 = α1 + α2/1 + ω1 × ω2/1 =

ϕ˙1 ϕ˙2
ϕ¨1
ϕ¨2

α3 = α2 + α3/2 + ω2 × ω3/2 =
1
2

2ϕ˙1 ϕ˙2 −
√
3 ϕ¨3 − ϕ˙2ϕ˙3
2ϕ¨1 + ϕ¨3 −
√
3 ϕ˙2ϕ˙3
2ϕ¨2 +
√
3ϕ˙1ϕ˙3

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α4 = α3 + α4/3 + ω3 × ω4/3 =
=

2ϕ˙1 ϕ˙2 −
√
3 ϕ¨3 − ϕ˙2ϕ˙3 + ϕ¨4 −
√
3 ϕ˙2ϕ˙4
2ϕ¨1 + ϕ¨3 −
√
3 ϕ˙2ϕ˙3 +
√
3 ϕ¨4 + ϕ˙2ϕ˙4
2ϕ¨2 +
√
3 ϕ˙1ϕ˙3 − 32 ϕ˙3ϕ˙4 − 12 (2ϕ˙1 + ϕ˙3) ϕ˙4

2.3.6. Relacio´n de los a´ngulos de Euler con la velocidad an-
gular
En los apartados precedentes hemos estudiado los a´ngulos de Euler α,
β, γ como una forma posible de definir la orientacio´n. Por otra parte, hemos
visto que la velocidad angular ω es un vector que expresa la velocidad de
cambio de orientacio´n de un sistema de referencia respecto de otro. Por
consiguiente, debe existir una relacio´n entre las derivadas de los a´ngulos de
Euler α˙, β˙, γ˙ y el vector ω, que nos proponemos deducir en esta seccio´n.
Para ello, adoptamos la parametrizacio´n de los a´ngulos de Euler ZY X
en ejes seguidores, estudiada en el apartado 2.2.2. Volviendo a la figura
2.6, podemos aplicar el movimiento de arrastre y relativo a cada una de
las tres rotaciones que componen la secuencia de giros. Por tanto, ωb se
podra´ escribir como suma de los movimientos relativos de {b′} respecto de
{a}, de {b′′} respecto de {b′}, y de {b} respecto de {b′′}. Combinando los
tres sumandos, se obtiene
ωb = α˙ka + β˙ jb′ + γ˙ ib′′ =
= α˙

0
0
1
+ β˙

− senα
cosα
0
+ γ˙

cosα cosβ
senα cosβ
− senβ
 =
=
 0 − senα cosα cosβ0 cosα senα cosβ
1 0 − senβ
 
α˙
β˙
γ˙
 (2.69)
Derivando esta expresio´n con respecto del tiempo podremos obtener la
relacio´n entre la aceleracio´n angular αb y los a´ngulos de Euler.
2.3.7. Eje instanta´neo de rotacio´n y deslizamiento
En este apartado vamos a demostrar que el campo de velocidades ins-
tanta´neo de un so´lido r´ıgido es equivalente al que tendr´ıa el so´lido si estuvie-
se simulta´neamente rotando y deslizando sobre un eje, al que se denomina
eje instanta´neo de rotacio´n y deslizamiento. Para ello, comencemos demos-
trando que el producto escalar entre la velocidad angular y la velocidad de
un punto cualquiera es constante.
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Figura 2.17: Eje instanta´neo de rotacio´n y deslizamiento.
Sean A y B dos part´ıculas cualesquiera del solido r´ıgido mostrado en la
figura 2.17. Llamando k a la constante antes citada, podemos escribir
ωTs vB = k (2.70)
Aplicando a A y B la expresio´n del campo de velocidades del so´lido
r´ıgido y sustituyendo en la ecuacio´n anterior, se obtiene
ωTs (vA + ωs × u)︸ ︷︷ ︸
vB
= ωTs vA + ω
T
s (ωs × u)︸ ︷︷ ︸
=0
= ωTs vA = k (2.71)
como quer´ıamos demostrar. Por tanto, la proyeccio´n del vector velocidad
de cualquier part´ıcula material sobre la direccio´n de ωs es constante.
A continuacio´n nos preguntamos cua´l sera´ la velocidad mı´nima de entre
todos los puntos del so´lido. Teniendo en cuenta la invarianza del producto
ωTs v, esto es, de la proyeccio´n de v sobre ωs, concluimos que un punto
tendra´ velocidad mı´nima cuando su velocidad lleve la direccio´n de ωs. La
demostracio´n es obvia: todo vector velocidad puede descomponerse en una
componente en la direccio´n de ωs –que es igual para todas las part´ıculas–
y otra componente perpendicular a ella –distinta para cada part´ıcula–. La
part´ıcula con velocidad mı´nima sera´ aquella que carezca de componente
perpendicular.
Llamemos P a un punto con velocidad mı´nima, en el que vP es paralelo
a ωs. Si P
′ es otro punto del so´lido tal que el vector PP ′ es paralelo a ωs,
resulta que la velocidad de P ′ es
vP ′ = vP + ωs × PP ′ = vP (2.72)
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igual a la de P . Lo mismo ocurrira´ con los dema´s puntos alineados con P y
P ′. Esta propiedad justifica que el punto P y la direccio´n de ωs constituyen
un eje a lo largo del cual el so´lido se encuentra en deslizamiento instanta´neo.
En cambio, un punto A situado fuera de este eje tiene una velocidad
vA = vP + ωs × PA (2.73)
es decir, que adema´s de tener la misma velocidad de deslizamiento de P
tiene una velocidad de rotacio´n alrededor del eje de deslizamiento. Por esta
razo´n a dicho eje se le denomina eje instanta´neo de rotacio´n y deslizamiento.
Veamos ahora co´mo calcular dicho eje, conocidas la velocidad angular
del so´lido ωs y la velocidad de un punto cualquiera vA. La velocidad mı´nima
del punto P se obtiene de la expresio´n
vP =
(
ωTs
‖ωs‖ vA
)
ωs
‖ωs‖ (2.74)
donde el te´rmino ωs‖ωs‖ representa el vector unitario en la direccio´n de ωs.
Por tanto, el pare´ntesis representa la proyeccio´n de vA sobre la direccio´n
de ωs, que es el mo´dulo de la velocidad mı´nima. Por otra parte,
vP = vA + ωs ×AP (2.75)
Igualando las ecuaciones 2.74 y 2.75 y despejando, resulta:
ωs ×AP = ωTs vA
ωs
‖ωs‖2 − vA (2.76)
que se puede escribir de forma abreviada como
ωs ×AP = y (2.77)
Dicha expresio´n representa un sistema de tres ecuaciones con tres inco´gni-
tas, que son las tres componentes de AP . Es fa´cil comprobar que estas tres
ecuaciones no son independientes, sino que esta´n relacionadas, lo que da
lugar a un sistema indeterminado con infinitas soluciones. Para resolver la
indeterminacio´n imponemos una condicio´n adicional arbitraria3 que, por
conveniencia, es:
ωTs AP = 0 (2.78)
3En funcio´n de que´ condicio´n se escoja se obtendra´ uno u otro punto del eje, lo cual
es irrelevante.
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Figura 2.18: Centro instanta´neo de rotacio´n.
Multiplicando la ecuacio´n 2.77 vectorialmente por ωs, tenemos
ωs × ωs ×AP = ωs × y (2.79)
Introduciendo aqu´ı la conocida relacio´n a×(b× c) = b (aT c)−c (aT b),
llegamos a
ωs
(
ωTs AP
)︸ ︷︷ ︸
=0
−AP (ωTs ωs)︸ ︷︷ ︸
‖ωs‖2
= ωs × y (2.80)
de donde despejamos
AP = −ωs × y‖ωs‖2 (2.81)
Finalmente, sustituyendo el valor de y de las ecuaciones 2.76 y 2.77,
obtenemos
AP = − ωs‖ωs‖2 ×
(
ωTs vA
ωs
‖ωs‖2 − vA
)
=
ωs × vA
‖ωs‖2 (2.82)
donde el primer te´rmino del pare´ntesis se cancela por ser colineal con ωs.
En el caso plano, la velocidad de deslizamiento es nula, puesto que un
movimiento de traslacio´n a lo largo del eje obligar´ıa al elemento a moverse
en el plano perpendicular, lo que es incompatible con el movimiento plano.
Por tanto, al eje instanta´neo de rotacio´n y deslizamiento se le denomina
simplemente centro instanta´neo de rotacio´n.
Una forma simple de obtener el centro instanta´neo de rotacio´n es tra-
zando la perpendicular al vector velocidad en dos puntos cualesquiera del
so´lido. Por ejemplo, el centro instanta´neo de rotacio´n del acoplador de un
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cuadrila´tero articulado se obtiene trazando la prolongacio´n de las dos ba-
rras extremas, tal y como se muestra en la figura 2.18(a) Ana´logamente, el
centro instanta´neo de rotacio´n de la biela en un mecanismo biela-manivela
se obtiene como se indica en la figura 2.18(b).
2.3.8. Cinema´tica de la rodadura plana
Cuando dos superficies como las mostradas en la figura 2.19 tienen
movimiento de rodadura, en el contacto se pueden distinguir tres puntos
conceptualmente distintos: los puntos P1 y P2, que son part´ıculas materiales
pertenecientes a los so´lidos 1 y 2, y el punto matema´tico P , que no pertenece
a ninguno de los dos cuerpos. La posicio´n de los tres puntos P1, P2 y P
coincide de forma instanta´nea en el instante mostrado, pero no en instantes
posteriores. La velocidad de los puntos en contacto P1 y P2 es nula, mientra
que la velocidad del punto matema´tico vP es tangente a las dos curvas y
se denomina velocidad de cambio de polo.
Si aplicamos una velocidad de arrastre a ambos so´lidos, estas propie-
dades de la velocidad se siguen cumpliendo en el movimiento relativo. Por
tanto, en el movimiento absoluto la velocidad de los dos puntos de contacto
vP 1 y vP 2 son iguales, como se muestra en la figura 2.20.
Veamos cua´nto vale la aceleracio´n del punto P1 de la figura 2.19. Pa-
ra ello, consideremos un punto cualquiera A del so´lido 1, cuya velocidad
vendra´ dada por
vA = vP 1 + ω1 × P1A = ω1 × P1A (2.83)
Esta ecuacio´n es va´lida u´nicamente en el instante en que el punto P1
coincide con el polo, ya que fuera de este instante no se verifica que vP 1 = 0.
Sin embargo, acudiendo al punto matema´tico P podemos escribir
vA = ω1 × PA (2.84)
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ya que el punto P esta´ siempre sobre el polo. La aceleracio´n del punto A
se obtendra´ derivando esta ecuacio´n, lo que da
aA = α1×PA+ω1×
d
(
OA−OP )
dt
= α1×PA+ω1×(vA − vP ) (2.85)
donde O es el origen del sistema de referencia {0} y vP es la velocidad
de cambio de polo que, como hemos visto, es tangente a las dos curvas en
rodadura.
Ahora, hagamos que el punto A se acerque hacia el punto P hasta el
l´ımite. Entonces, el segmento PA tiende a cero al mismo tiempo que la
velocidad de A tiende a la de P1 (no a la de P , porque A es una part´ıcula
material de 1 y P no lo es) y la aceleracio´n de A tambie´n tiende a la de P1.
Teniendo en cuenta que vP 1 = 0, podemos escribir
aP 1 = −ω1 × vP (2.86)
Esta expresio´n indica que la aceleracio´n del centro instanta´neo de ro-
tacio´n es normal a las dos curvas en contacto, como se indica en la figura
2.21.
El caso ma´s general se obtiene aplicando al elemento 2 un movimiento
de arrastre, y recordando que lo dicho hasta el momento es va´lido para el
movimiento relativo. Puesto que las aceleraciones de arrastre son iguales
para los dos puntos y la aceleracio´n de Coriolis es nula (no hay velocidad
relativa), la aceleracio´n de los puntos P1 y P2 diferira´ so´lo en la aceleracio´n
relativa, que es perpendicular a las dos superficies en el punto de contacto.
En resumidas cuentas, en el movimiento de rodadura entre dos so´lidos
se cumplen dos propiedades:
1. Las velocidades de los puntos de contacto son iguales
2. La proyeccio´n de las aceleraciones de los puntos en contacto sobre la
tangente comu´n es la misma.
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Figura 2.23: Polos del movimiento relativo de tres planos.
2.3.9. Movimiento relativo de tres cuerpos en el plano
Se ha visto que el movimiento de un so´lido en el plano puede consi-
derarse de forma instanta´nea como una rotacio´n alrededor de un punto
denominado centro instanta´neo de rotacio´n (CIR). Si consideramos la for-
ma del so´lido como un plano de dimensiones ilimitadas, el CIR es el punto
del plano con velocidad instanta´nea nula. Esto mismo se puede expresar de
otra forma diciendo que el CIR es el punto en el que la velocidad del plano
mo´vil y la del plano fijo (que es nula) coinciden.
Generalizando este concepto al movimiento relativo de dos planos cua-
lesquiera, se denomina P12, polo del movimiento relativo entre los planos 1
y 2, al punto en el que la velocidad del plano 1 coincide con la del plano
2. Evidentemente, P12 coincide con P21. El movimiento relativo entre los
planos 1 y 2 es de rotacio´n instanta´nea alrededor del polo P12, por lo que
la velocidad relativa de un punto cualquiera del plano 2 respecto del plano
1 es perpendicular a la l´ınea que une dicho punto con P12.
Consideremos tres planos 1, 2 y 3 con un movimiento arbitrario en-
tre ellos y tomemos el plano 1 como referencia para medir velocidades. La
velocidad vP 2 de un punto cualquiera P , perteneciente al plano 2, es per-
pendicular a la l´ınea PP12. Ana´logamente, la velocidad vP 3 del punto P ,
que coincide instanta´neamente con el anterior pero pertenece al plano 3,
es perpendicular a la l´ınea PP13 . Si tratamos de encontrar un punto P
∗
cuya velocidad sea la misma en el plano 2 que en el plano 3, es evidente
que tendra´ que encontrarse en la l´ınea que une P12 y P13, para que vP 2 y
vP 3 lleven la misma direccio´n. Por tanto, el polo P23 debe estar alineado
con los polos P12 y P13.
La propiedad anterior constituye el teorema de los tres centros o teorema
de Aronhold-Kennedy, y establece que los polos del movimiento relativo
asociados a tres planos esta´n siempre alineados.
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Figura 2.24: Polos del movimiento relativo.
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Ejemplo 2.7 La figura 2.24 muestra un cuadrila´tero articulado sobre el
que se indican los polos del movimiento relativo entre los cuatro planos
correspondientes a los cuatro elementos de la cadena cinema´tica. El plano
0 es el fijo.
Los polos P01, P12, P23 y P03 son inmediatos, pues se encuentran en
las articulaciones entre las barras. El polo P20 es el centro instanta´neo de
rotacio´n de la barra 2, que se obtiene como la interseccio´n de las perpen-
diculares a los vectores velocidad en los extremos de la barra. Esto esta´ de
acuerdo con el teorema de los tres centros, que establece que el polo P20
debe estar alineado, por una parte, con los polos P01 y P12 y, por otra, con
los polos P23 y P03.
Ana´logamente, el polo P13 esta´ alineado, por una parte, con P01 y P03
y, por otra, con P12 y P23.
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2.4. Problemas
Prob. 2.1 Los elementos 2 y 3 de la figura 2.25 son impulsados de for-
ma independiente con ω2 = 20 rad/s y ω3 = 30 rad/s. Calcular el valor
nume´rico de la velocidad absoluta del centro del pasador.
Prob. 2.2 En el mecanismo de la figura 2.26, la manivela 2 gira con ω2 =
120 rpm. Las dimensiones de los elementos son: OA = 2 cm, AP = 4,8 cm,
r = 2 cm y R = 3 cm. Calcular el valor nume´rico de la velocidad de la
corredera 5 para la posicio´n indicada, suponiendo que existe rodadura en
los dos contactos del elemento 4.
Prob. 2.3 En el mecanismo de la figura 2.27, determinar los valores nume´ri-
cos de la velocidad y aceleracio´n del punto B, siendo ω2 = 25 rpm y α2 = 0.
Datos: OA = 5 cm, θ2 = 135
o, OC = OD = 16 cm.
Prob. 2.4 Determinar la velocidad v de alargamiento del cilindro hidra´uli-
co correspondiente a una velocidad angular ω = 1 rad/s en el elemento de
entrada OE de la figura 2.28 sabiendo que los a´ngulos ϕ, β, γ valen ins-
tanta´neamente 45o.
Prob. 2.5 Obtener las matrices de cambio de base aRb,
aRc y
bRc corres-
pondientes a los tres sistemas de referencia mostrados en la figura 2.29.
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Prob. 2.6 La figura 2.30 muestra dos barras articuladas y dos sistemas de
referencia {1} y {2} r´ıgidamente unidos a cada una de las barras. El a´ngulo
ϕ1 mide el giro del sistema de referencia {1} con respecto al sistema de
referencia fijo {0}. El a´ngulo ϕ2 mide el giro del sistema de referencia {2}
con respecto al {1}. A partir de ϕ˙1, ϕ˙2 y ϕ¨1, ϕ¨2, calcular para la posicio´n
indicada a) Las tres componentes de la velocidad angular ω2. b) Las tres
componentes de la aceleracio´n angular α2.
Prob. 2.7 Sobre cada punto de la Tierra se puede definir un sistema de
referencia cuyo eje X es la prolongacio´n del radio, el eje Y es tangente al
paralelo, y el eje Z es tangente al meridiano. Como se puede comprobar
en la figura 2.31, dicho sistema de referencia coincide con el geoce´ntrico en
el punto 0, interseccio´n entre el meridiano de Greenwich y el ecuador. Se
pide, obtener las matrices de rotacio´n R1, R2 y R3 para los sistemas de
referencia {1}, {2} y {3}.
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Prob. 2.8 La figura 2.32 muestra una placa central, sobre la que deben
ensamblarse dos piezas que llegan a la cadena de montaje en la orientacio´n
indicada. Para definir la orientacio´n de cada pieza se emplean los sistemas
de referencia {a} y {b}, r´ıgidamente unidos a ellas. Al reorientar las pie-
zas, los sistemas de referencia {a} y {b} cambian su orientacio´n y pasan a
denominarse {af} y {bf}. Hallar: a) Las matrices de rotacio´n Raf y Rbf ,
y b) Los a´ngulos de Euler XY Z en ejes seguidores que permiten pasar de
las orientaciones {a} y {b} a las orientaciones {af} y {bf}.
Prob. 2.9 Obtener las matrices de cambio de base 0Ra,
0Rb y
aRb corres-
pondientes a los tres sistemas de referencia mostrados en la Figura 2.33.
Prob. 2.10 Obtener las matrices 0Ra y
0Rb que representan la orientacio´n
en que las dos piezas de la figura 2.34 pueden ser ensambladas correcta-
mente.
Prob. 2.11 La figura 2.35 muestra una placa plana que inicialmente se
encuentra en posicio´n horizontal. El sistema de referencia {a} esta´ r´ıgida-
mente unido a la placa y coincide con la orientacio´n del sistema de referencia
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fijo {0}. La placa puede sufrir dos rotaciones alternativas: una rotacio´n de
45o alrededor del eje u1, o bien una rotacio´n de 45
o alrededor u2. Llamando
{b} a la orientacio´n de la placa tras la rotacio´n alrededor de u1 y {c} a la
orientacio´n de la placa tras la rotacio´n alrededor de u2, se pide: 1) dibujar
los sistemas de referencia {b} y {c}. 2) Calcular las matrices 0Rb, 0Rc y
bRc.
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2.5. Ape´ndice
El producto vectorial entre dos vectores u y v se define como
u× v =

ux
uy
uz
×

vx
vy
vz
 =

uy vz − uz vy
uz vx − ux vz
ux vy − uy vx
 (2.87)
se puede escribir de forma matricial como
u× v =
 0 −uz uyuz 0 −ux
−uy ux 0

vx
vy
vz
 = u˜ v (2.88)
La matriz antisime´trica u˜ definida como
u˜ =
 0 −uz uyuz 0 −ux
−uy ux 0
 (2.89)
hace las mismas veces que el operador (u×). Se puede pensar que todo
vector tiene una matriz antisime´trica asociada con la estructura de la ecua-
cio´n 2.89. Ana´logamente, a toda matriz antisime´trica le corresponde un
vector dual asociado cuyas componentes x, y, z se determinan identifican-
do los te´rminos (3, 2), (1, 3) y (2, 1) con cada una de las tres componentes,
respectivamente.
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Cap´ıtulo 3
Dina´mica del so´lido r´ıgido
3.1. Dina´mica de la part´ıcula
La segunda ley de Newton establece que en una part´ıcula de masa cons-
tante m sobre la que actu´a una fuerza F se verifica
F =
dp
dt
(3.1)
donde p es el momento lineal que se define como el producto de la masa m
por la velocidad v
p = mv (3.2)
Puesto que hemos supuesto la masa m constante, se verifica que
F =
dmv
dt
= ma (3.3)
donde a es la aceleracio´n de la part´ıcula. El Teorema de conservacio´n del
momento linealse deduce inmediatamente de la ecuacio´n 3.1 y establece que
cuando la resultante de las fuerzas que actu´an sobre la part´ıcula es nula, el
momento lineal p se conserva.
El momento angular de una part´ıcula alrededor de un punto O, deno-
tado como L, se define como
L = r× p (3.4)
donde r es el vector que va desde O hasta la part´ıcula. Premultiplicando
vectorialmente por r a ambos lados de la ecuacio´n 3.3, obtenemos
r× F = N = r× dmv
dt
(3.5)
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siendo N el momento de la fuerza F respecto de O. Esta ecuacio´n se puede
transformar teniendo en cuenta la identidad vectorial
d
dt
(r×mv) = v×mv + r× dmv
dt
= r× dmv
dt
(3.6)
donde el primer sumando es, obviamente, nulo. Por tanto, podemos rees-
cribir la ecuacio´n 3.5 como
N =
d
dt
(r×mv) = dL
dt
(3.7)
Esta ecuacio´n permite tambie´n establecer el Teorema de conservacio´n
del momento angular, que establece que cuando el momento de las fuerzas
que actu´an sobre una part´ıcula es nulo, el momento angular L se conserva.
3.2. Dina´mica del so´lido r´ıgido
3.2.1. Ecuaciones de Newton
En este apartado consideraremos que un so´lido r´ıgido de masa total m
esta´ compuesto por un sistema continuo de part´ıculas materiales de masa
dm. Distinguiremos entre fuerzas externas, que actu´an sobre las part´ıculas
y que son debidas a causas externas al so´lido, y fuerzas internas o fuerzas
de interaccio´n entre las part´ıculas, que impiden su desplazamiento relati-
vo unas respecto de otras. Llamaremos dFi a la suma total de las fuerzas
internas ejercidas sobre una part´ıcula por las part´ıculas adyacentes y Fej a
la fuerza exterior que actu´a sobre la part´ıcula j. A diferencia de las fuerzas
internas, que actu´an sobre todas las part´ıculas del so´lido, las fuerzas exter-
nas so´lo actu´an sobre unas cuantas part´ıculas (aque´llas que llevan ı´ndice
j). Podemos escribir la ecuacio´n del movimiento de una part´ıcula sobre la
que no actu´a una fuerza exterior como
dFi = a dm (3.8)
y para una part´ıcula sobre la que actu´a una fuerza exterior1
dFi + Fej = a dm (3.9)
Supondremos que las fuerzas internas cumplen la tercera ley de Newton
(principio de accio´n y reaccio´n), por lo que las fuerzas de interaccio´n entre
1La ecuacio´n 3.9 no es rigurosa matema´ticamente hablando, pues incluye una fuer-
za finita en una ecuacio´n de te´rminos infinitesimales. Sin embargo, la pe´rdida de rigor
matema´tico se ve compensado por una mayor claridad en la exposicio´n.
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dos part´ıculas llevan la direccio´n de la recta que las une, y son iguales y
de signos contrarios. Sumando las ecuaciones del movimiento de todas las
part´ıculas del so´lido, llegamos a∫
V
dFi +
∑
j
Fej =
∫
V
a dm (3.10)
El primer sumando de la izquierda es cero, ya que las fuerzas internas
se cancelan dos a dos. El segundo sumando es simplemente Fe, resultante
de todas las fuerzas exteriores. Por u´ltimo, teniendo en cuenta que la masa
de cada part´ıcula es constante, podemos escribir
Fe =
∫
V
d2r
dt2
dm =
d2
dt2
∫
V
r dm =
d2
dt2
(m rG) = maG (3.11)
donde rG es el vector que va del origen del sistema de referencia al centro
de gravedad y aG es la aceleracio´n del centro de gravedad.
3.2.2. Ecuaciones de Euler
Tomemos momentos en las ecuaciones 3.8 y 3.9 respecto al centro de
gravedad, lo que siguiendo la notacio´n utilizada en la figura 3.1 equivale a
premultiplicarlas vectorialmente por r’, obteniendo
r’× dFi = r’× a dm (3.12)
para las part´ıculas sin fuerza exterior y
r’× dFi + r’× Fej = r’× a dm (3.13)
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para las part´ıculas con fuerza exterior. Sumemos las ecuaciones 3.12 y 3.13
correspondientes a todas las part´ıculas del so´lido, lo que da∫
V
r’× dFi +
∑
j
r’× Fej =
∫
V
r’× a dm (3.14)
Lo mismo que antes, los momentos correspondientes a las fuerzas in-
teriores se cancelan dos a dos, por lo que el primer sumando es nulo. El
segundo sumando representa el momento resultante de las fuerzas exteriores
actuantes sobre la part´ıcula, que denominaremos Ne. Por tanto,
Ne =
∫
V
r’× a dm (3.15)
Esta ecuacio´n se puede reescribir como
Ne =
d
dt
∫
V
r’× vdm−
∫
V
dr’
dt
× v dm (3.16)
Llamando ω a la velocidad angular del so´lido, y teniendo en cuenta
la expresio´n del campo de velocidades del so´lido r´ıgido, la velocidad de la
part´ıcula v se puede escribir como
v = vG + ω × r’ (3.17)
Si sustituimos esta expresio´n en la anterior y tenemos en cuenta que
r’ = r− rG, obtenemos
Ne =
d
dt
∫
V
r’× (vG + ω × r’) dm−
∫
V
d (r− rG)
dt
× v dm =
=
d
dt
∫
V
r’× vG dm+ d
dt
∫
V
r’× ω × r’ dm−
−
∫
V
(v− vG)× v dm =
=
d
dt
∫
V
r’× ω × r’ dm+
∫
V
vG × v dm (3.18)
donde la integral∫
V
r’× vG =
(∫
V
r’ dm
)
× vG = 0 (3.19)
se cancela por contener el momento esta´tico de primer orden respecto al
centro de gravedad.
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Aplicando la fo´rmula a× (b× c) = b (aT c)− c (aTb) obtenemos
Ne =
d
dt
∫
V
r’× ω × r’ dm+
∫
V
vG × v dm
=
d
dt
∫
V
[
ω
(
r’T r’
)− r’ (r’Tω)] dm+ vG × ∫
V
v dm =
=
d
dt
∫
V
[(
r’T r’
)
I− r’ r’T ] dm︸ ︷︷ ︸
IG
ω + vG × (m vG)︸ ︷︷ ︸
=0
(3.20)
donde I es la matriz identidad de 3 × 3. La integral que aparece en la
ecuacio´n 3.20 es, por definicio´n, el tensor de inercia referido al centro de
gravedad G. Llamando (x′, y′, z′) a las componentes del vector r’, podemos
escribir la expresio´n del tensor de inercia como
IG =
∫
V
{x′ y′ z′}

x′
y′
z′

 1 0 00 1 0
0 0 1
−

x′
y′
z′
{x′ y′ z′}
 dm =
=
∫
V
 y′2 + z′2 −x′y′ −x′z′−x′y′ x2 + z′2 −y′z′
−x′z′ −y′z′ x′2 + y′2
 dm
=
 Ix −Ixy −Ixz−Iyx Iy −Iyz
−Izx −Izy Iz
 (3.21)
Finalmente, la ecuacio´n 3.20 se puede escribir en la forma
Ne =
d
dt
(IGω) = IGα+ I˙Gω (3.22)
Puesto que las columnas de la matriz IG son vectores constantes cuando
esta´n expresados en un sistema de referencia r´ıgidamente unido al so´lido,
podemos utilizar la regla de derivacio´n u˙ = ω × u con cada columna, con
lo que se obtiene
Ne = IGα+ ω × IGω (3.23)
Estas tres ecuaciones se conocen con el nombre de ecuaciones de Euler
y su correcta utilizacio´n es uno de los temas fundamentales de la Meca´nica
Cla´sica. Sobre ellas, se pueden hacer las siguientes consideraciones:
Las ecuaciones de Euler, en la forma expresada por la ecuacio´n 3.23
solamente se pueden aplicar al centro de gravedad.
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Se deja al alumno, como ejercicio, la tarea de demostrar que la ecua-
cio´n 3.23 se puede aplicar tambie´n a un punto fijo O.
El tensor de inercia IG no es constante, ya que esta´ referido al sis-
tema fijo {0}. Para convertirlo en constante, es preciso expresar las
ecuaciones de Euler en el sistema de referencia del so´lido {s}, para lo
que hay que premultiplicar la ecuacio´n 3.23 por la matriz de rotacio´n
sR0, obteniendo
sNe = sIG
sα+ sω × sIG sω (3.24)
La relacio´n entre los tensores de inercia y se deduce fa´cilmente, y vale
IG =
0Rs
sIG
0R
T
s (3.25)
En el caso plano, las ecuaciones de Euler son especialmente simples.
Podemos considerar que toda la masa esta´ concentrada en el plano
z=0, de manera que Ixz = Iyz = 0. Por tanto, la forma que adoptan
las ecuaciones es:
sNe =

0
0
Iz α
 (3.26)
Como se ve, dos de las tres ecuaciones son triviales, por lo que en la
pra´ctica so´lo se utiliza la ecuacio´n escalar
N e = Iz α (3.27)
3.2.3. Ecuaciones diferenciales del movimiento
Las ecuaciones obtenidas en los dos apartados precedentes constituyen
un conjunto de seis ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden,
que podemos escribir conjuntamente. De las ecuaciones 3.11 y 3.22 se de-
duce
Fe = m r¨G (3.28)
Ne = IGα+ ω × IGω (3.29)
En la ecuacio´n 3.29 no aparece expl´ıcitamente ninguna derivada, debido
a que la velocidad angular no es integrable. Para transformarla en tres
ecuaciones diferenciales convencionales, debemos introducir la ecuacio´n 2.69
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que relaciona ω con las derivadas de los a´ngulos de Euler, y que se reproduce
a continuacio´n
ω =
 0 − senα cosα cosβ0 cosα senα cosβ
1 0 − senβ
 
α˙
β˙
γ˙
 (3.30)
Llamando B a la matriz 3 × 3 anterior, y Ψ al vector que contiene los
tres a´ngulos de Euler α, β, γ en ejes seguidores, se puede escribir
ω = B Ψ˙ (3.31)
Derivando,
ω = B Ψ¨ + B˙ Ψ˙ (3.32)
con
B˙ =
 0 − cosα − senα cosβ α˙− cosα senβ β˙0 − senα − cosα cosβ α˙− senα senβ β˙
1 0 − cosβ β˙
 (3.33)
Sustituyendo en 3.29, se obtiene finalmente:
Fe = m r¨G
Ne = IG B Ψ¨ + IG B˙ Ψ˙ +
(
B Ψ˙
)
× IG
(
BΨ˙
)
(3.34)
que constituye un sistema de seis ecuaciones diferenciales ordinarias, no
lineales, de segundo orden, de cuya resolucio´n se obtiene la trayectoria del
centro de gravedad rG(t) y el cambio de orientacio´n Ψ(t).
3.2.4. Principio de D’Alembert
En las dos secciones precedentes hemos demostrado que las leyes de
Newton aplicadas a un so´lido r´ıgido conducen a las ecuaciones 3.28 y 3.29,
denominadas de Newton-Euler .
Definamos, por conveniencia, un sistema de fuerzas ficticio que llama-
remos fuerzas de inercia. Previamente, recordemos que para definir correc-
tamente un sistema de fuerzas es necesario especificar su fuerza resultante
y su momento resultante respecto de un punto cualquiera. En nuestro ca-
so, definimos la resultante de las fuerzas de inercia Feiner y el momento
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resultante de las fuerzas de inercia respecto al centro de gravedad Neiner
(tambie´n llamado momento girosco´pico), como
Feiner = −maG (3.35)
Neiner = −IGα− ω × IGω (3.36)
Con esta definicio´n, podemos reescribir las ecuaciones de Newton-Euler
como
Fe + Feiner = 0 (3.37)
Ne + Neiner = 0 (3.38)
El principio de D’Alembert se basa en estas dos ecuaciones, y establece
que cuando a un cuerpo en movimiento se le an˜aden como fuerzas actuantes
las fuerzas de inercia, el cuerpo se encuentra en equilibrio esta´tico.
Veamos un ejemplo que ilustra la aplicacio´n del principio de D’Alembert.
Ejemplo 3.1 La figura 3.2 muestra un pe´ndulo compuesto por una barra
de longitud L y masa M , uniformemente distribuida, que esta´ inicialmente
en reposo a 45o. La barra se deja libre, sin velocidad inicial, y cae por efecto
de la gravedad. Para calcular la aceleracio´n angular con la que comienza
su ca´ıda, as´ı como las reacciones en los apoyos, utilizamos el principio de
D’Alembert.
La figura 3.3 muestra el diagrama de so´lido libre de la barra, en el
que se han incluido las fuerzas de inercia. La resolucio´n del problema se
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hace aplicando las ecuaciones de la esta´tica. Tomando momentos en la
articulacio´n, tenemos
Iz ϕ¨+Mϕ¨
L2
4
−M g L
2
√
2
2
= 0
Teniendo en cuenta que Iz =
1
12ML
2, y despejando la aceleracio´n an-
gular, resulta
ϕ¨ =
3 g
√
2
4L
Ejemplo 3.2 En el mecanismo biela-manivela de la figura 3.4, la manivela
gira con velocidad angular constante al ser accionada por un par motor τ
desconocido. Sabiendo que la manivela y el acoplador tienen masa despre-
ciable y que la masa de la deslizadera es M , calcular el par τ instanta´neo
cuando la manivela forma un a´ngulo de 45o.
En primer lugar, es necesario resolver la cinema´tica del mecanismo,
para lo que calculamos la velocidad del punto B por medio de la ecuacio´n
vB = vA + vBA
que se traduce en el diagrama de velocidades de la figura 3.5. El a´ngulo
que forma el acoplador con la horizontal se puede calcular fa´cilmente y vale
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β = 20,70o. Proyectando las velocidades verticales deducimos que
vBA =
vA cos 45
cosβ
=
2
√
7
7
ω L
luego
ωBA =
vBA
2L
=
√
7
7
ω = 0,378ω
Proyectando sobre la horizontal, hallamos
vB = vA cos 45 + vBA senβ =
√
2
14
ωL
(
7 +
√
7
)
= 0,974ω L
Para calcular las aceleraciones partimos de la ecuacio´n
aB = a
n
A + a
n
BA + a
t
BA
donde la aceleracio´n de A tangencial es nula por ser ω constante. Esta
ecuacio´n vectorial da origen al diagrama de aceleraciones mostrado en la
figura 3.6. Proyectando sobre la vertical, tenemos
anBA senβ = a
n
A sen 45 + a
t
BA cosβ
Despejando, se obtiene
atBA = −ω2 L
12
7
√
7
Y, finalmente, proyectando sobre la horizontal,
aB = a
n
A cos 45 + a
t
BA senβ + a
n
BA cosβ =
= ω2L
√
2
2
(
1 +
1
7
√
7
)
= 0,745ω2L
Los diagramas de so´lido libre de la manivela y la deslizadera se muestran
en la figura 3.7. Observemos que la fuerza de inercia en la deslizadera
lleva la direccio´n opuesta a la aceleracio´n en B. El acoplador, al ser una
barra sin masa y sin fuerzas exteriores aplicadas, u´nicamente transmite
la reaccio´n T en la direccio´n de la propia barra. Haciendo el equilibrio
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de fuerzas horizontales, verticales y de momentos se obtienen las cinco
ecuaciones
T cosβ −M aB = 0
N + T senβ −Mg = 0
Rx + T cosβ = 0
Ry − T senβ = 0
τ − TL cos (45− β) = 0
Resolviendo las cinco ecuaciones, se obtiene el par motor:
τ = M ω2L2
√
2
7
(
1 +
1
7
√
7
)( √
7
2
√
2
+
√
2
4
)
= 0,7262M ω2L2
3.2.5. Teorema de los trabajos virtuales
El teorema de los trabajos virtuales establece que cuando a un sistema
en equilibrio se le aplica un desplazamiento virtual compatible con los enla-
ces, el trabajo virtual producido por las fuerzas del sistema es nulo. Dicho
teorema se estudia con detalle en Meca´nica Anal´ıtica y aqu´ı nos limitare-
mos a repasarlo brevemente y a resaltar algunos aspectos importantes de
su aplicacio´n pra´ctica.
Un desplazamiento virtual es un desplazamiento infinitesimal que tiene
lugar en un tiempo virtual. Se puede pensar que el tiempo virtual es una
magnitud temporal cuya ley de variacio´n es completamente independiente
del tiempo real, al que se ven sometidos el resto de las leyes meca´nicas.
Durante un desplazamiento virtual, el tiempo virtual transcurre, pero el
tiempo real permanece congelado. Por otra parte, puesto que los despla-
zamientos virtuales son desplazamientos ficticios que no tienen lugar en la
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realidad y que no cambian la posicio´n del sistema, no producen fuerzas de
inercia, no alargan los muelles, no cambian las reacciones, etc.
En lugar de hablar de desplazamientos virtuales se puede hablar tam-
bie´n de velocidades virtuales, que se obtienen dividiendo el desplazamien-
to virtual por el tiempo virtual. Velocidades virtuales y velocidades reales
guardan una total semejanza y satisfacen las mismas ecuaciones. Por ello, la
forma ma´s sencilla de calcular desplazamientos virtuales es, con frecuencia,
calcular velocidades reales y, de ah´ı, pasar a velocidades virtuales aplicando
el operador virtual donde proceda. Este procedimiento se clarificara´ ma´s
adelante con un ejemplo.
En los sistemas con ma´s de un grado de libertad es necesario aplicar
tantos desplazamientos virtuales independientes como grados de libertad
para resolver todas las inco´gnitas. Lo ma´s sencillo para generar n despla-
zamientos virtuales independientes es emplear una secuencia de la forma:
δx1, δx2 = 0, . . . , δxn = 0
δx1 = 0, δx2, . . . , δxn = 0
. . .
δx1 = 0, δx2 = 0, . . . , δxn
(3.39)
Es decir, cada desplazamiento virtual se obtiene dando al mismo tiem-
po un desplazamiento virtual a un grado de libertad y cero a los dema´s.
Repitiendo esto para cada uno de los n grados de libertad, se obtienen
los n desplazamientos virtuales independientes. La figura 3.8 muestra, co-
mo ejemplo, los dos desplazamientos virtuales independientes de un doble
pe´ndulo con grados de libertad ϕ1 y ϕ2.
A diferencia de las ecuaciones de Newton-Euler, que se aplican indepen-
dientemente para cada elemento del mecanismo, el teorema de los trabajos
virtuales se puede aplicar globalmente a todo el mecanismo o a cualquier
conjunto de elementos. Debido a que las fuerzas de reaccio´n son fuerzas
internas, por el principio de accio´n y reaccio´n los trabajos virtuales de to-
das las fuerzas internas se anulan. Consecuentemente, cuando se aplica el
teorema de los trabajos virtuales las reacciones no aparecen.
A continuacio´n resolveremos de nuevo el ejemplo 3.2 del apartado an-
terior, pero utilizando esta vez el teorema de los trabajos virtuales.
Ejemplo 3.3 Comenzamos resolviendo la cinema´tica del mecanismo para
determinar el valor de las fuerzas de inercia. En este caso, es suficiente
con determinar la aceleracio´n del punto B que, como se vio, vale
aB = ω
2L
√
2
2
(
1 +
1
7
√
7
)
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Figura 3.8: Desplazamientos virtuales independientes.
A continuacio´n, hacemos un diagrama como el de la figura 3.9, en el que
se muestran las fuerzas exteriores y de inercia del mecanismo. Aplicamos un
desplazamiento virtual δϕ a la manivela, lo que hace que todo el mecanismo
se desplace virtualmente. Por el teorema de los trabajos virtuales podemos
escribir
δW = τ δϕ−MaB δxB = 0
La velocidad de B, calculada previamente, es
vB =
√
2
14
ωL
(
7 +
√
7
)
Puesto que las velocidades virtuales y las reales satisfacen las mismas
ecuaciones, para hallar el desplazamiento virtual de B podemos basarnos
en esta expresio´n. Multiplicando la ecuacio´n anterior por una fraccio´n de
tiempo infinitesimal dt obtenemos
dxB =
√
2
14
dϕL
(
7 +
√
7
)
Sustituyendo, ahora, el operador de diferenciacio´n d() por el de despla-
zamiento virtual δ(), tenemos
δxB =
√
2
14
δϕL
(
7 +
√
7
)
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Finalmente, sustituyendo en la ecuacio´n de trabajo virtual y simplifi-
cando δϕ, resulta
τ = 0,7262Mω2L2
que coincide con el resultado obtenido en el ejemplo 3.2 del apartado ante-
rior.
3.3. Problemas
Prob. 3.1 En el mecanismo de la figura figura 3.10, OA gira con velocidad
constante de 2pi rad/s. El bloque B pesa 20 kg y se mueve en el interior de
una gu´ıa horizontal. La barra O1B pesa 6 kg y la OA 2 kg. En la posicio´n
indicada, es decir, siendo OA perpendicular a O1B y considerando que
las barras O1B y OA tienen masa uniformemente distribuida, y que no
existen fuerzas de rozamiento, hallar: 1) El valor nume´rico de las fuerzas
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que actu´an sobre el bloque. 2) Las reacciones en las articulaciones O y O1.
3) El esfuerzo aplicado por el motor que mueve la manivela OA.
Prob. 3.2 El robot plano de 3 grados de libertad de la Figura figura 3.11 se
utiliza para transportar un recipiente. En el punto C hay un motor rotativo
y dos motores lineales entre B y O, y entre el suelo y O. Los elementos
tienen masa uniformemente distribuida de valoresM1 = 30 kg,M2 = 20 kg,
M3 = 10 kg y M4 = 40 kg. Adema´s L = 1 m y se tomara´ g = 10 m/s
2. Se
pretende calcular los esfuerzos motores que han de realizarse en la posicio´n
dada, si se quiere trasladar el recipiente con una velocidad horizontal vx =
1 m/s y una velocidad vertical vy = 0,5 m/s, ambas constantes, de tal
manera que no se derrame el l´ıquido que contiene.
Prob. 3.3 En el mecanismo de la figura 3.12, el cilindro macizo 1 se aloja
en un hueco del cilindro 2, encajando exactamente de manera que ambos
pueden girar libremente sin holgura. El cilindro 1 esta´ articulado al suelo,
mientras que el 2 esta´ articulado a un bloque que desliza horizontalmente.
Se pide: 1) Suponiendo todos los elementos sin masa, hallar el par τ nece-
sario para vencer la fuerza F . 2) Si el bloque tiene masa M , hallar el par
τ en la posicio´n ϕ = pi/2 para que el cilindro 1 gire con velocidad angular
constante.
Prob. 3.4 El mecanismo de la figura 3.13 forma parte de un compresor
de cuatro cilindros. Si el motor gira con una velocidad angular constante
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ω y considerando que so´lo los pistones tienen masa m, determinar el par
necesario para vencer la fuerza P en cada pisto´n. OA = L
√
2, AB = 2L.
No considerar el peso.
© AAI © AAI
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
©
 A
A
I
Figura 3.16: Secuencia de movimiento de la rueda de Ginebra.
Prob. 3.5 El mecanismo de la figura 3.14 es un panto´grafo, empleado para
ampliar o reducir dibujos meca´nicamente. Para ampliar, se coloca un la´piz
en la punta F y otro en C. Al seguir la trayectoria con el la´piz en F , el punto
C dibuja la misma trayectoria ampliada. Se pide: 1) Deducir el nu´mero de
grados de libertad mediante el criterio de Gru¨bler. 2) Si la velocidad de F
es de 2 cm/s vertical hacia arriba, hallar la velocidad de C.
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Prob. 3.6 El mecanismo de la figura 3.15 se denomina rueda de Ginebra y
se utiliza para generar movimiento intermitente de rotacio´n a partir de una
rotacio´n continua. Cuando la pestan˜a A encaja en la ranura de la rueda
3, e´sta rota 90o y, despue´s, permanece quieta hasta que la pestan˜a da otra
vuelta completa y vuelve a encajar con otra nueva ranura. La secuencia
de animacio´n puede verse en la 3.16. Suponiendo que la rueda 2 gira con
una velocidad constante de ω2 = 15 rad/s por efecto de un par torsor T2,
determinar dicho par para que la rueda 3 pueda vencer un par resistente
T3 = 50 Nm. El momento de inercia de la rueda 3 respecto a O3 es de
I3 = 2 kg m
2.
Prob. 3.7 La figura 3.17 muestra una mesa elevadora sobre la que se ha
colocado una carga de masa M . Sabiendo que OF = FB = EA = AG,
se pide: 1) Suponiendo todas las barras sin masa, obtener la fuerza F que
debe desarrollar el motor situado en E para una posicio´n cualquiera x de
la deslizadera. En este apartado se considerara´ que la fuerza de inercia de
la carga es despreciable. ¿Afectar´ıa en algo al esfuerzo motor el hecho de
que la masa M este´ desplazada hacia la izquierda o hacia la derecha? En
caso afirmativo, ¿hacia que´ lado habr´ıa que desplazarla para que el esfuerzo
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motor sea menor? 2) Suponiendo que las cuatro barras OF,FB,EA,AG
tienen masa m uniformemente distribuida y que BG no tiene masa, calcular
el esfuerzo motor para ϕ = 45o, con la condicio´n de que la deslizadera E
se mueva con velocidad constante v hacia la izquierda.
Prob. 3.8 El robot plano de la figura 3.19 consta de dos brazos iguales de
masaM y longitud L. En el extremo del segundo brazo transporta una masa
3M que se considera puntual. El robot se mueve merced a la accio´n de un
motor rotativo en A, no dibujado, y a otro motor de tipo lineal unido a los
puntos E y D, siendo D el punto medio del segundo brazo. Ambos motores
se suponen de masa despreciable. Si el robot ha sido programado para que el
punto C siga una trayectoria rectil´ınea horizontal con velocidad constante
v, obtener para el instante considerado los esfuerzos motores necesarios para
obtener dicho movimiento. Nota: se debe considerar la accio´n del peso.
Prob. 3.9 El mecanismo de la figura 3.20, que esta´ en un plano horizontal
(no considerar el peso), consta de dos barras de masa uniformemente distri-
buida m y tres deslizaderas sin masa. Las deslizaderas 1 y 3 esta´n unidas al
elemento fijo por medio de un muelle de rigidez k = 100 N/m y un amorti-
guador de constante c = 100 Ns/m, respectivamente. En el instante que se
considera, la velocidad de la deslizadera 1 es x˙1 = 3 m/s. Suponiendo que
el muelle se encuentra sin tensio´n inicial, calcular para la posicio´n indicada
la aceleracio´n x¨1.
Prob. 3.10 El sistema de la figura 3.21 representa una leva de disco con
seguir oscilante de pie curvo. El disco es un cilindro de radio R articulado
en un punto exce´ntrico O, y gira con velocidad angular constante ω bajo la
accio´n de un par motor τ desconocido. El seguidor oscilante esta´ articulado
en el punto C y debe vencer un par resistente T conocido, que le obliga a
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mantenerse en contacto con la superficie de la leva. El extremo del seguidor
es una circunferencia de radio r. La masa de la leva es M , su centro de
gravedad esta´ en el punto A y su momento de inercia es el que corresponde
a un cilindro. La masa del seguidor es m y su centro de gravedad esta´ en el
punto B, con momento de inercia correspondiente tambie´n al de un cilindro.
La masa de las barras del seguidor se supone despreciable. Suponiendo
que no hay rozamiento entre la leva y el seguidor se pide 1) Calcular la
aceleracio´n angular del seguidor. 2) Calcular el par motor τ .
Prob. 3.11 El sistema de la figura 3.22 representa una leva de disco con
seguir oscilante de rodillo. El disco es un cilindro de radio R articulado en
un punto exce´ntrico O, y gira con velocidad angular constante ω bajo la
accio´n de un par motor τ desconocido. El seguidor oscilante esta´ articulado
en el punto C y debe vencer un par resistente T conocido, que le obliga a
mantenerse en contacto con la superficie de la leva. El rodillo tiene radio r
y rueda sin deslizar. La masa de la leva es M , su centro de gravedad esta´ en
el punto A y su momento de inercia es el que corresponde a un cilindro.
La masa del rodillo es m y su centro de gravedad esta´ en el punto B, con
momento de inercia correspondiente tambie´n al de un cilindro. La masa
de la barra del seguidor se supone despreciable. Se pide 1) Calcular las
aceleraciones angulares del seguidor y del rodillo.2) Calcular el par motor
τ .
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Prob. 3.12 El mecanismo de la figura 3.23 representa un reductor de velo-
cidad compuesto por un tren de engranajes planetarios cuyo eje de entrada
gira con velocidad angular constante ω. El eje de salida debe vencer un
par resistente constante de magnitud Ts = 10 Nm. Calcular el par motor
necesario, sabiendo que los nu´meros de dientes de las ruedas son z1 = 60,
z2 = 20, z3 = 20, sus masas son m1 = 1,5 kg, m2 = 0,2 kg, y los momentos
de inercia polares son I1 = 0,05 kg m
2, I2 = 0,01 kg m
2.
Prob. 3.13 La figura 3.24 muestra un automo´vil de recorrido limitado,
con un sistema motriz basado en dos muelles de compresio´n ide´nticos. Con
objeto de amplificar el recorrido del actuador se emplea un multiplicador
de poleas y cable inextensible. Uno de los extremos del cable se fija al
chasis, mientras que el otro extremo se enrolla en la polea B tras pasar
por la polea A, ambas de radio R. El u´nico elemento con masa es la polea
A, que tiene masa m = 1 kg y momento de inercia mR2/2. Tomar g =
10 m/s2. Suponiendo rodadura entre la rueda motriz y el suelo, se pide: 1)
La aceleracio´n inicial a0 del veh´ıculo suponiendo que parte con velocidad
nula y que los dos muelles esta´n comprimidos al ma´ximo. 2) La diferencia
de tensiones del cable entre los puntos 1 y 2. Las caracter´ısticas de cada
muelle son las siguientes:
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Caracter´ısticas del muelle
Dia´metro del alambre 1.25 mm
Dia´metro exterior 17.0 mm
Longitud en reposo 85.2 mm
Longitud mı´nima de trabajo 18.5 mm
Fuerza a ma´xima compresio´n 50 N
Constante ela´stica 0.75 N/mm
Prob. 3.14 En el sistema de la figura 3.25, la barra OC gira con veloci-
dad angular constante ω bajo la accio´n de un par motor τ desconocido. El
rodillo tiene radio r y rueda sin deslizar. La masa de OC es M y esta´ uni-
formemente distribuida a lo largo de la barra. La masa del rodillo es m y su
centro de gravedad esta´ en el punto B, con momento de inercia correspon-
diente al de un cilindro. La masa de la barra BC se supone despreciable. Se
pide 1) Calcular las aceleraciones angulares de la barra BC y del rodillo.
2) Calcular el par motor τ .
Prob. 3.15 El dispositivo de la figura 3.26 esta´ basado en un mecanismo
para generar movimientos armo´nicos denominado yugo escoce´s. El disco
macizo con centro en O gira con velocidad angular constante por efecto de
un motor no indicado en la figura. La deslizadera P esta´ articulada al disco
por medio de un pasador situado a una distancia R del punto O. Al girar
el disco, e´ste arrastra a la deslizadera quien, a su vez, arrastra al elemento
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en forma de T obliga´ndole a deslizar horizontalmente. En el extremo A se
articulan otras dos barras de longitud 3R que terminan en las deslizaderas
B y C. Considerando que las deslizaderas B y C tienen masa M y que las
masas de los dema´s elementos son despreciables, calcular el par motor τ
necesario para mover el mecanismo en el instante indicado.
Prob. 3.16 El robot plano de la figura 3.27 transporta en su extremo una
masa puntual de magnitud 3M a velocidad constante v. Los dos brazos del
robot tienen masa M y longitud L. En la articulacio´n A existe un motor
rotativo y entre los puntos medios de los dos brazos hay un motor lineal,
que se supone sin masa. El sistema trabaja en un plano vertical sometido
a la accio´n de la gravedad. Para la posicio´n indicada, calcular el esfuerzo
que deben realizar los dos motores para que el movimiento sea el deseado.
Prob. 3.17 Se trata de conseguir que el robot de dos grados de libertad
de la figura 3.28 quede perfectamente equilibrado en el plano vertical, es
decir, que cualquier posicio´n del robot sea estable sin necesidad de que los
motores ejerzan ningu´n par. Para ello, se ha preseleccionado la estructura
de tipo panto´grafo mostrada. Se pretende llevar a cabo el equilibrado del
robot mediante dos masas puntuales M1 y M2 en los extremos indicados.
Sabiendo que la masa por unidad de longitud de las barras es m, determinar
si es posible el equilibrado para cualquier posicio´n del robot indicando, en
su caso, los valores de las masas de equilibrado.
Prob. 3.18 La figura 3.29 muestra una plataforma Stewart, frecuentemen-
te utilizada como mecanismo orientador. En ella, el elemento superior tiene
seis grados de libertad respecto al elemento inferior, de manera que se pue-
de conseguir cualquier traslacio´n y rotacio´n variando las longitudes de los
seis actuadores lineales. La plataforma Stewart puede verse como un robot
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de seis grados de libertad de cadena cinema´tica cerrada. E´sta le confiere
una gran rigidez, lo que le permite tiempos de posicionamiento cortos y ca-
pacidad de carga elevada frente a los robots industriales de cadena abierta.
En el predisen˜o de una plataforma Stewart se va a comenzar con el modelo
plano de la figura 3.30, que mantiene las propiedades ba´sicas del modelo
tridimensional. Dicho modelo plano se encuentra en el plano horizontal y
consta de un tria´ngulo equila´tero r´ıgido de lado L, masa m y momento de
inercia IO, accionado mediante tres actuadores lineales. Se pide, 1) Calcular
las velocidades de acortamiento/alargamiento de los actuadores para que
la plataforma tenga velocidad lineal x˙0 = 1, y˙0 = 0, y velocidad angular
ω = 1. 2) Calcular la fuerza que deben ejercer los actuadores para que par-
tiendo del reposo en la posicio´n indicada, la plataforma tenga aceleracio´n
lineal x¨0 = 1, y¨0 = 0, y aceleracio´n angular α = 1.
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Prob. 3.19 La figura 3.31 representa un mo´vil que asciende por un tubo
vertical. El mo´vil esta´ compuesto por un cuerpo principal, en el que va fijo
el motor de corriente continua y cuatro ruedas. La 3.32 muestra la gra´fica
par/velocidad del motor para la tensio´n nominal de 6 V. La potencia se
transmite del motor a la rueda motriz por medio de dos poleas, una de
radio r unida al motor, y otra de radio R unida a la rueda. Entre ambas
poleas se monta una correa inextensible. La masa del cuerpo principal es
M , mientras que cada rueda se puede considerar como un cilindro uniforme
de masa m. Sabiendo que hay rodadura entre el tubo y las cuatro ruedas,
se pide: 1) Suponiendo el mo´vil en reposo, determinar la aceleracio´n de
arranque del motor alimentado a la tensio´n nominal de 6 V. 2) Una vez
en movimiento, determinar la velocidad de ascenso a la que se estabiliza el
mo´vil para la tensio´n nominal de 6 V. 3) Determinar la masa M del mo´vil
o´ptima para que el motor trabaje a su ma´xima potencia una vez alcanzada
la velocidad de re´gimen.
Prob. 3.20 El mecanismo de la figura 3.33 es una representacio´n esquema´ti-
ca de un dispositivo Phantom, utilizado para simular el tacto en la inter-
accio´n con entornos virtuales. El modelo simplificado plano de dos gra-
dos de libertad, mostrado en la figura 3.34, consta de las cuatro barras
OA,AB,OD y BD, todas ellas sin masa. En los extremos de las barras
OA y OD existen masas puntuales de magnitudes m1 y m2, respectiva-
mente. Si se desea que el punto C se mueva con velocidad constante v
vertical, determinar: 1) Las velocidades angulares ωOA y ωOD. 2) Las ace-
leraciones angulares αOA y αOD. 3) La fuerza instanta´nea F que hay que
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ejercer en el extremo para que la velocidad deseada sea posible (considerar
el peso).
Prob. 3.21 La figura 3.35 representa un pequen˜o telefe´rico que remonta un
cable fijo, inclinado 30o, por accio´n de un motor de corriente continua con
par de arranque τ0 y velocidad en vac´ıo ω0, cuya curva caracter´ıstica ideal
para la tensio´n de alimentacio´n nominal se muestra. El motor transmite
el par mediante una correa inextensible y dos poleas de radios r y R. El
radio de la rueda tractora es tambie´n R. En el centro de la barra AB, de
masa m, se articula un barra CD de masa m y longitud L que lleva en el
extremo una masa puntual M . Se pide 1) Hallar la aceleracio´n instanta´nea
del punto C en el arranque, es decir, cuando el telefe´rico se encuentra
en reposo. 2) Tras el arranque, se produce un breve transitorio durante el
cual el telefe´rico acelera hasta alcanzar su velocidad de re´gimen, mientras la
barra CD pendulea hasta quedar finalmente vertical. Puesto que la longitud
del cable d es muy larga, el efecto de dicho transitorio se puede despreciar,
y suponer que la barra CD permanece vertical durante todo el trayecto.
En estas circunstancias, hallar el dia´metro de la polea r que minimiza el
tiempo invertido por el telefe´rico en el ascenso.
Prob. 3.22 La figura 3.36 muestra un veh´ıculo automo´vil de recorrido
limitado cuyo sistema motriz se basa en un actuador lineal que genera un
fuerza F . Con objeto de amplificar el recorrido del actuador, se emplea
un multiplicador basado en cuatro poleas y un cable inextensible. Uno de
los extremos del cable se fija al chasis en el punto O mientras que el otro
extremo se enrolla en la polea D tras pasar por las poleas A, B y C, todas
ellas de radio R. Las poleas sin masa A y B esta´n montadas sobre una
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misma deslizadera r´ıgida de masa m, que obliga a que las velocidades de
los puntos A y B sean ide´nticas. Las poleas C y D tienen masa m. La polea
D va solidariamente unida a la rueda motriz, de radio 2R y masa 2m. La
rueda directora E se considera sin masa. Suponiendo que el rozamiento
entre la rueda motriz y el suelo es tal que la rueda no desliza, y tomando
como momentos de inercia de las poleas los correspondientes a cilindros
macizos, calcular: 1) La aceleracio´n inicial a0 del veh´ıculo suponiendo que
parte con velocidad nula. 2) Intuitivamente, sin necesidad de hacer ca´lculos,
¿cree que la tensio´n del cable en los puntos 1 y 2 es la misma o diferente?
Justificar la respuesta con un breve comentario.
Prob. 3.23 La figura 3.37 representa una gru´a empleada para depositar
piedras de gran taman˜o en un nuevo espigo´n. La gru´a consta de brazo prin-
cipal OA articulado en O, de masa m, longitud L y momento de inercia I
respecto a su centro de gravedad. Un cable inextensible sujeta una piedra
de masa M , pasando por una polea situada en A y enrolla´ndose en un ca-
rrete de radio r situado en O. Suponiendo el veh´ıculo fijo, determinar: 1)
El valor instanta´neo de las velocidades ϕ˙ y θ˙ y aceleraciones ϕ¨ y θ¨ para que
la piedra se mueva con velocidad constante v en la direccio´n indicada, su-
poniendo que el cable permanece vertical en todo momento. 2) Con la gru´a
en reposo, se aplica un par τ en el brazo principal, manteniendo el carrete
fijo (es decir, ϕ=constante). Determinar las aceleraciones instanta´neas θ¨ y
φ¨ que se producen.
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Prob. 3.24 La figura 3.38 muestra una llave de perro empleada como mul-
tiplicador de fuerza para sujetar piezas firmemente. Sabiendo que se ejerce
una fuerza F con la mano en el punto D, hallar por el me´todo de los
trabajos virtuales la fuerza T con la que se sujeta la pieza en el punto E.
Prob. 3.25 La figura 3.39 muestra una ma´quina que debe transportar un
objeto A de masa m desde el punto 1 hasta el punto 2. En su movimiento,
el objeto A no puede tocar el obsta´culo C, debiendo emplear la sola pro-
pulsio´n de un motor ele´ctrico de corriente continua con par de arranque τ0
y velocidad en vac´ıo ω0, cuya curva caracter´ıstica se muestra. La ma´quina
consta de un cuerpo principal EF de masa M sobre el que se monta el
motor. En el eje de salida del motor se monta una polea de radio r que
transmite el movimiento a la rueda tractora, de radio a, por medio de una
polea de radio R solidariamente unida a ella. En la rueda no tractora se
monta otra polea de radio R sobre la que se arrolla un hilo inextensible,
en cuyo extremo se encuentra el objeto A. El mecanismo ideado para que
el objeto A no golpee el obsta´culo consiste en un embrague de friccio´n que
comienza a patinar, produciendo un par resistente constante T = τ0/4,
cuando el objeto A alcanza el fin de carrera G. Suponiendo el rozamiento
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despreciable, se pide: 1) Calcular la aceleracio´n lineal de la ma´quina en
el arranque, es decir, cuando la velocidad inicial es nula. 2) Determinar
el tiempo empleado por la ma´quina para transportar el objeto A desde el
punto 1 hasta el 2, despreciando los transitorios del re´gimen del motor pro-
ducidos en el arranque y en la entrada del embrague. 3) Para mejorar la
ma´quina, se dispone de dos poleas de radio R1 = R/2 y R2 = 2R/3. Con
objeto de minimizar el tiempo, ¿es mejor utilizar R1, R2 o R?
Prob. 3.26 El sistema de fijacio´n mostrado en la figura 3.40 muestra un
mecanismo de autoenclavamiento. Sabiendo que la masa suspendida es M
y despreciando la masa de las barras, determinar las fuerzas F y T que los
apoyos ejercen contra el marco.
Prob. 3.27 La figura 3.41 muestra una gru´a para la descarga de tubos,
que emplea un mecanismo de barras articuladas para el amarre durante la
maniobra de transporte. Dicho mecanismo emplea el peso propio del tubo
para generar una fuerza de compresio´n que, en virtud del rozamiento, im-
pide la ca´ıda del tubo. Sabiendo que la masa del tubo es M y considerando
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despreciable la masa del resto de los elementos, determinar 1) El valor de
la fuerza de compresio´n N empleando el me´todo de los trabajos virtuales.
2) El valor mı´nimo del coeficiente de rozamiento entre el tubo y el amarre
para que el tubo no deslice.
Prob. 3.28 El trabuco es una ma´quina de guerra inventada en China entre
los siglos V y III a.C., aunque llego´ a Europa en el S. VI d.C. Desde el
punto de vista meca´nico, se trata de una ma´quina de gran eficiencia, capaz
de convertir la energ´ıa potencial gravitatoria de un contrapeso en energ´ıa
cine´tica de un proyectil. La figura 3.42 representa el modelo esquema´tico de
un trabuco, en el que la barra principal AC tiene longitud 2L y masa 5m. El
contrapeso, de masa puntual 20m, se encuentra suspendido en una bandeja
de masa despreciable. El proyectil B, de masa m, esta´ unido al extremo A
del brazo principal por medio de un cable inextensible AB. Suponiendo que
el sistema parte del reposo, calcular la aceleracio´n del proyectil aB.
Prob. 3.29 La figura 3.43 muestra el esquema cinema´tico de la puerta
trasera de una furgoneta, que pivota alrededor del punto A. Se dispone
un conjunto muelle-amortiguador entre los puntos O y B para facilitar su
apertura y cierre. Se pide: 1) Calcular la velocidad angular de la puerta ωp
y del amortiguador ωa cuando el elemento muelle-amortiguador tiene una
velocidad lineal conocida v. 2) Estando la puerta inicialmente en reposo, se
deja libre bajo la accio´n de la gravedad. La puerta tiene masa M y momento
de inercia IG = ML
2 alrededor de su centro de gravedad G. Calcular la
aceleracio´n angular instanta´nea de la puerta αp sabiendo que el conjunto
muelle-amortiguador ejerce una fuerza resistente F que se opone a la ca´ıda.
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Prob. 3.30 Una casa fabricante de cepillos de dientes ele´ctricos esta´ rea-
lizando estudios con vistas a la modificacio´n del disen˜o de su gama de
productos. La estructura meca´nica del cepillo consta de tres elementos,
mostrados en la figura 3.45: un motor, un reductor planetario y un meca-
nismo de barras articuladas del tipo manivela-balanc´ın. El motor consta de
un rotor t (parte giratoria del motor) de momento de inercia Ir. El rotor t
se acopla directamente a un reductor planetario de simple etapa compuesto
por tres engranajes de masa despreciable con nu´meros de dientes z1 = 15,
z2 = 20 y z3 = 55. El eje de salida del reductor lleva acoplado el engranaje
4 (sin masa, z4 = 15) que, a trave´s del engranaje 5 (de masa M , radio R
y z5 = 70), transmite el movimiento al mecanismo de barras articuladas,
produciendo la oscilacio´n del eje de salida s. La figura 3.46 muestra el par
de engranajes 4−5 as´ı como el mecanismo de barras articuladas que genera
la oscilacio´n en el eje de salida s. Como se ve, la barra sin masa AB esta´ ar-
ticulada con el engranaje 5. E´ste, a su vez, se articula a la barra BC, de
masa M , que constituye el eje de salida s. Se pide: 1) Obtener las relaciones
instanta´neas de velocidades ω4/ωt y ωs/ω4. 2) Estando el sistema en reposo,
calcular la aceleracio´n instanta´nea del rotor αt al aplicar el par de arranque
τ . 3) De acuerdo con el criterio de Grashoff, ¿que´ tipo de movimiento tiene
el cuadrila´tero? Justificarlo nume´ricamente. Datos: Momento de inercia del
engranaje 5 igual al de un cilindro macizo, I = MR2/2. No considerar el
peso.
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Prob. 3.31 Los tornos de la figura 3.47 se emplean como medio de control
de accesos. Cada torno esta´ dotado de un lector de tarjetas como el de la
figura 3.48. La parte meca´nica del lector debe garantizar el contacto correc-
to con la tarjeta, pues de otra forma la lectura fallara´. El funcionamiento
del conjunto lector de la figura 3.49 es como sigue: la tarjeta se introduce
en la ranura que queda entre los elementos mo´viles 1 y 3. La tarjeta hace
tope en el extremo del elemento 1 y lo arrastra, comprimiendo al mismo
tiempo un muelle antagonista que se opone al movimiento. El elemento 3
se encuentra articulado al elemento 1 en su punto B. Adema´s, el elemen-
to 3 lleva una ranura lateral inclinada 30o en la que se inserta el pasador
fijo A, que le obliga a cambiar su orientacio´n a medida que se desplaza
linealmente. Al final del recorrido, el va´stago de un electroima´n impide que
el muelle recupere su posicio´n inicial, de forma que la pieza 1 y la tarjeta
quedan atrapadas durante unos instantes, mientras se realiza la lectura del
chip. Tras la lectura, el electroima´n retrae su va´stago y libera la pieza 1,
que expulsa la tarjeta por efecto del muelle. Durante la fase de redisen˜o
se van a realizar algunos ca´lculos para introducir mejoras en el producto.
Se pide: 1) Determinar la relacio´n que existe entre la velocidad lineal x˙ de
la pieza 1 y la velocidad angular θ˙ de la pieza 3 en el instante t = 0; 2)
Calcular la velocidad del punto G, centro de gravedad del elemento 3, en
funcio´n de la velocidad lineal ; 3) El sistema se encuentra en reposo con
el muelle ejerciendo una fuerza F que es contrarrestada por el electroima´n.
En t=0, el electroima´n retrae el va´stago y el sistema comienza la expulsio´n
de la tarjeta por accio´n del muelle. Calcular la aceleracio´n lineal x˙ en di-
cho instante. Datos: La masa del elemento 1 es M ; la masa del elemento
2 es despreciable; la masa del elemento 3 es 2M y su momento de inercia
respecto al centro de gravedad es ML2/6. Considerar el peso.
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Prob. 3.32 En una pra´ctica de la asignatura, los alumnos deben disen˜ar y
fabricar un veh´ıculo, impulsado exclusivamente por energ´ıa potencial gravi-
tatoria, capaz de recorrer la ma´xima distancia despue´s de pasar por debajo
de un hilo limitador de altura. Con objeto de aprovechar al ma´ximo la
energ´ıa potencial, los alumnos idearon ma´quinas plegables que reduc´ıan
sus alturas a medida que avanzaban. El grupo ganador empleo´ un concepto
similar al mostrado en la figura 3.50, donde se muestra la configuracio´n ini-
cial de reposo, con las dos barras formando 30o con la vertical. En la figura
3.51 se muestra una explosio´n de las piezas que componen el veh´ıculo: la
pieza 1 –u´nica con masa no despreciable– es una masa puntual de valor m;
la pieza 2 es una barra de longitud L = 2
√
3 r; la pieza 3 es una barra de
longitud L = 2
√
3 r terminada en un cilindro solidario de radio r; la pieza
4 se compone de dos cilindros solidarios de radios r y R; la pieza 5 es un
cilindro de radio R; la pieza 6 es un cable inextensible que se arrolla a las
piezas 3 y 4 de la forma indicada. Suponiendo rodadura, se pide: 1) Calcu-
lar las velocidades de las articulaciones x˙A, x˙C , y la velocidad angular ω2
de la barra 2, en funcio´n de ϕ y ϕ˙ para la posicio´n inicial en que β = 30o.
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2) Calcular la aceleracio´n instanta´nea ϕ¨ suponiendo que el veh´ıculo parte
del reposo desde β = 30o.
Prob. 3.33 Otro de los disen˜os realizados por los alumnos en la pra´ctica
de la asignatura es el mostrado en la figura 3.52. El veh´ıculo consta de
un chasis, dos ruedas de radio R con centros en A y E, y una barra de
longitud L articulada en el punto B. Todos los elementos se consideran de
masa despreciable, a excepcio´n de la masa puntual m situada en el punto C.
Un cable inextensible parte del punto C, pasa por una polea sin rozamiento
de radio despreciable situada en D, y se enrolla en una polea de radio r
solidariamente unida a la rueda E. Se pide: 1) Calcular la velocidad angular
ωBC y la velocidad v de avance del veh´ıculo en funcio´n de ϕ˙. 2) Suponiendo
que el veh´ıculo parte del reposo en el instante de la figura, determinar la
aceleracio´n ϕ¨.
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Prob. 3.34 En el laboratorio de automocio´n de Tecnun se ha estado tra-
bajando en el disen˜o de un nuevo sistema de accionamiento para la seleccio´n
de velocidades del veh´ıculo de kart-cross que se utiliza como banco de prue-
bas. La idea es poder seleccionar la velocidad por medio de sen˜ales ele´ctricas
enviadas desde el volante, para evitar el habitual movimiento de palanca
realizado por el conductor con la mano. El modelo CAD del mecanismo
disen˜ado puede verse en la figura 3.53. Se han empleado dos actuadores
magne´ticos lineales de simple efecto, cuya funcio´n es girar el mando pa-
ra cambiar de marcha. El esquema cinema´tico del mecanismo puede verse
en la figura 3.54: el actuador magne´tico 1 esta´ colocado horizontalmen-
te, mientras que el 2 se encuentra inclinado 60o respecto a la horizontal.
Los va´stagos mo´viles de ambos actuadores tienen masa M , y se conectan
con el tria´ngulo de mando del cambio por medio de dos barras articuladas
AB y CD, ambas de longitud L y masa m uniformemente distribuida. El
momento de inercia del tria´ngulo respecto del punto O es IO. Se pide: 1)
Determinar las velocidades angulares instanta´neas de las barras AB y CD
cuando el actuador magne´tico 1 se mueve hacia la izquierda con velocidad
v. 2) Estando el sistema en reposo, se activa el actuador 1 y aparece la
fuerza F . Calcular la aceleracio´n instanta´nea a que se produce por efecto
de dicha fuerza. No considerar el peso.
Prob. 3.35 Hace an˜os, los frenos del tipo cantilever eran pra´cticamente
desconocidos en las bicicletas, y so´lo se ve´ıan en ta´ndems o bicicletas de
la gama ma´s alta. Hoy en d´ıa, este tipo de frenos es tan corriente que se
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encuentran en bicicletas de todas las gamas. Su e´xito reside en la gran
ventaja meca´nica que alcanzan, es decir, en el gran efecto amplificador que
se logra sobre la fuerza ejercida en la maneta del freno. Ma´s recientemente,
se ha popularizado el freno que la casa Shimano ha denominado V-brake,
en el que el cable central actu´a horizontalmente. Se pretende comparar la
amplificacio´n meca´nica del freno cantilever de la figura 3.55 y del freno
V-brake de la figura 3.56, calculando, para cada uno de ellos, el cociente
R/T , siendo R la fuerza ejercida por la zapata en el punto C, y T la tensio´n
del cable principal. Empleando el me´todo de los trabajos virtuales, se pide:
1) Calcular el cociente R/T para el freno cantilever de la figura 3.55, en
funcio´n del a´ngulo β. 2) Calcular el cociente R/T para el freno V-brake
de la figura 3.56. 3) Establecer el a´ngulo β para el que el freno cantilever
genera una amplificacio´n mayor que el V-brake.
Prob. 3.36 Entre los productos de la casa Manitou, especializada en ma-
quinaria de elevacio´n y carga, se encuentra el modelo Maniaccess, mostrado
en la figura 3.57. La ma´quina va propulsada por un motor diesel y emplea
actuadores hidra´ulicos lineales. Para posicionar la barquilla superior, en
la que trabajan los operarios, existe una primera etapa de elevacio´n basa-
da en un mecanismo de barras articuladas. Una segunda etapa telesco´pica
permite el posicionamiento final de la barquilla. El esquema cinema´tico
de la primera etapa se representa en la figura 3.58. Se pide: 1) Determi-
nar el nu´mero de grados de libertad del mecanismo mediante el criterio de
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
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Gru¨bler. 2) Sabiendo que el actuador lineal que une los puntos O y H se
desplaza con velocidad vertical v, calcular las velocidades lineales vC , vJ
y las velocidades angulares ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6 y ω7. 3) Determinar la
fuerza F en el actuador necesaria para soportar una carga P en la barquilla.
Prob. 3.37 La u´ltima etapa de la ma´quina de elevacio´n de la figura 3.57)
consta de un elemento telesco´pico que permite el acercamiento de la bar-
quilla al a´rea de trabajo. Su esquema cinema´tico se muestra en la figura
3.59. Mediante dos cilindros hidra´ulicos se puede cambiar la orientacio´n del
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brazo 1 y desplegar el elemento telesco´pico 2, que lleva r´ıgidamente unida
la barquilla. El elemento 2 tiene masa M , centro de gravedad G, y momen-
to de inercia respecto al centro de gravedad IG. La masa del elemento 1
se considera despreciable frente a la del elemento 2. Sabiendo que los dos
actuadores hidra´ulicos se desplazan con velocidades de alargamiento x˙1 y
x˙2 constantes, se pide: 1) Calcular la velocidad angular ω1, la aceleracio´n
angular α1 y la aceleracio´n lineal del centro de gravedad G. 2) Calcular las
fuerzas F1 y F2 que deben ejercer los actuadores.
Prob. 3.38 El sistema de la figura 3.60 es una representacio´n esquema´ti-
ca de un mo´vil que fue disen˜ado y construido por un grupo de alumnos
como pra´ctica de la asignatura, para recorrer la distancia de 7 metros en
el menor tiempo posible. El dispositivo consta de un cilindro exterior de
masa m y momento de inercia i. En el interior del cilindro se dispone un
eje longitudinal, que se monta empleando rodamientos de baja friccio´n alo-
jados en las tapas del cilindro. Sobre el eje, se amarra una pieza pesada
con forma semicircular, de masa M y momento de inercia I respecto a su
centro de gravedad G. Dicha pieza puede girar alrededor del eje, pero para
ello debe vencer un muelle de torsio´n de rigidez k. Antes de comenzar la
prueba, se da vueltas al dispositivo para precargar el muelle de torsio´n.
Tras ello, el mo´vil se coloca en el suelo, junto a un obsta´culo que impide
su avance. Debido a la precarga del muelle, la pieza semicircular adoptada
una posicio´n girada 90o. Al dar comienzo la prueba, se retira el obsta´culo
y el mo´vil se pone en movimiento. Se supone el rozamiento entre el suelo y
el cilindro es suficiente para impedir el deslizamiento. Para dicho instante
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
96 Cap´ıtulo 3. Dina´mica del so´lido r´ıgido
R R/2 R/2
Oj1
m,i
M,I
A
B
j2t0
G
Figura 3.61
inicial se pide: 1) Determinar el par τ0 de precarga del muelle. 2) Calcular
las aceleraciones instanta´neas ϕ¨1 y ϕ¨2. 3) Para mejorar la eficacia del mo´vil
estamos considerando sustituir el muelle de rigidez k por otro de rigidez
distinta, pero sin realizar ninguna otra modificacio´n ma´s (iguales masas y
momentos de inercia, e igual a´ngulo de inclinacio´n de la pieza semicircular).
Nos preguntamos ¿debemos sustituirlo por uno de mayor o menor rigidez?
¿Por que´?
Prob. 3.39 Otro disen˜o empleado por algunos alumnos en la pra´ctica de
la asignatura es el que se muestra en figura 3.61. El dispositivo consta de
un cilindro exterior de masa m y momento de inercia i. En el interior del
cilindro se dispone un coche de juguete accionado por pilas, compuesto por
dos ruedas de masa despreciable y un conjunto chasis-motor de masa M
y momento de inercia I respecto de su centro de gravedad G. Cuando se
enciende el motor, e´ste genera un par τ0 sobre la rueda trasera, pero como
el obsta´culo impide avanzar al cilindro exterior, el efecto del par es obli-
gar al coche a adoptar una posicio´n inclinada 45o. 1) Determinar el par τ0
que genera el motor. 2) Suponiendo un estado cualquiera de velocidades
ϕ˙1 y ϕ˙2 , determinar las velocidades que tendr´ıan los puntos A y B. De-
ducir la velocidad del punto G como media aritme´tica de las velocidades
de A y B. Considerar rodadura. 3) Mientras el coche permanece en reposo
en la posicio´n inclinada, se retira su´bitamente el obsta´culo y el mo´vil se
pone en movimiento. Para dicho instante inicial, calcular las aceleraciones
instanta´neas ϕ¨1 y ϕ¨2.
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Prob. 3.40 Muchas puertas incorporan un freno meca´nico para impedir,
por una parte, su cierre violento y, por otra, para obligarlas a permanecer
cerradas. Exteriormente, el freno consta de un cuerpo principal de forma
prisma´tica y de dos brazos articulados, cuyo esquema meca´nico se muestra
en la figura 3.62 y cuyo despiece se muestra en la figura 3.63. El cuerpo
principal se atornilla a la puerta y aloja en su interior un muelle de compre-
sio´n E y una deslizadera G, la cual lleva incorporada una cremallera. Sobre
el cuerpo principal se articula la barra AB, que se compone de dos par-
tes solidariamente unidas: una barra biarticulada y un engranaje de radio
primitivo R. Finalmente, una barra biarticulada BC se une a la pared. El
funcionamiento del conjunto, que se ilustra en la figura 3.64, es el siguiente:
el muelle E trabaja a compresio´n y ejerce una fuerza sobre la deslizade-
ra/cremallera G. E´sta engrana con el engranaje, obligando a girar al brazo
AB. El brazo BC transmite la fuerza al marco de la puerta y obliga a la
puerta a cerrarse. El efecto freno se consigue llenando de aceite el interior
del cuerpo principal y obligando a que el paso del aceite de un lado al otro
de la deslizadera se realice por un pequen˜o orificio calibrado. El momento
de inercia de la puerta alrededor del punto O es IO. En el punto B hay
una masa puntual de valor m. El resto de las masas se consideran despre-
ciables. Con la puerta abierta y en reposo, en la posicio´n mostrada en la
figura 3.62, e´sta se deja libre y, por la accio´n de la fuerza F ejercida por el
muelle, comienza a cerrarse. Calcular la aceleracio´n angular instanta´nea de
la puerta para dicha posicio´n.
Prob. 3.41 Otra forma alternativa de colocar un freno de puerta descrito
el problema 3.40 consiste en disponer el cuerpo principal sobre la pared y el
extremo del brazo sobre la puerta, como se muestra en la 3.65. El momento
de inercia de la puerta alrededor del punto O es IO. Las barras AB y BC
tienen masa m uniformemente distribuida (pese a que las longitudes de
las barras son diferentes, ambas tienen la misma masa). El resto de los
elementos se consideran de masa despreciable. Con la puerta abierta y en
reposo, en la posicio´n mostrada en la figura, e´sta se deja libre y, por la
accio´n de la fuerza F ejercida por el muelle, comienza a cerrarse. Se pide,
calcular la aceleracio´n angular instanta´nea de la puerta para dicha posicio´n.
Prob. 3.42 La figura 3.66 muestra el mecanismo de un obturador central
de la´minas de una ca´mara fotogra´fica con autoenfoque. Dicho mecanismo
es el responsable de permitir, durante un breve lapso de tiempo, el paso
de la luz hasta el sensor CCD en las ca´maras digitales. El sistema consta
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de dos elementos principales: un cuerpo mo´vil o rotor y tres cortinillas que
realizan la obturacio´n propiamente dicha. El rotor se acopla al elemento
fijo mediante una articulacio´n simple, no mostrada en la figura, que le
permite girar alrededor del eje central. Las tres laminillas se unen, por una
parte, al elemento fijo mediante una articulacio´n simple y, por otra, al rotor
mediante una deslizadera articulada. El movimiento del conjunto consiste
en un giro del rotor, que arrastra a las laminillas obliga´ndolas a girar. En la
3.67 se ilustran las dimensiones del sistema para la posicio´n apertura total.
El momento de inercia del rotor respecto de su centro es I, y el momento de
inercia de cada cortinilla respecto de su punto de giro es i. Para la posicio´n
indicada se pide: 1) Calcular la velocidad angular de las laminillas ωL en
funcio´n de la velocidad angular del rotor ω. 2) Suponiendo que el sistema
parte del reposo, calcular la aceleracio´n angular del rotor α debida a la
accio´n del par de cierre τ .
Prob. 3.43 La figura 3.68 muestra el mecanismo de apertura y cierre de
una gama de ventanas de aluminio. Sabiendo que cada pestillo ejerce una
fuerza resistente F que se opone a la apertura o cierre de la ventana, con-
siderando que los dos pestillos son los u´nicos elementos con masa m y que
el peso es despreciable, se pide: 1) Calcular los pares esta´ticos τa y τc nece-
sarios para vencer las fuerzas resistentes en las posiciones ventana cerrada
(figura 3.68) y ventana abierta (figura 3.69), respectivamente. 2) Para la
posicio´n de la figura 3.68, suponiendo el sistema en reposo, calcular la acele-
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racio´n angular instanta´nea α que se produce como consecuencia de aplicar
un par de apertura τa superior al par esta´tico.
Prob. 3.44 La figura 3.70 muestra un cortasetos motorizado empleado en
tareas de jardiner´ıa. El cortasetos consta de tres elementos principales: un
motorredutor, un mecanismo de transmisio´n de yugo escoce´s para transfor-
mar la rotacio´n en movimiento alternativo de traslacio´n, y dos conjuntos
de cuchillas afiladas, unas fijas y otras mo´viles, que producen el corte de las
ramas delgadas del seto. Durante el disen˜o de un nuevo modelo se desean
analizar las vibraciones que el dispositivo transmite a las manos del usuario
durante su funcionamiento en vac´ıo. Para ello, se va a construir un banco
de ensayos como el mostrado en figura la figura 3.72. El banco consta de
tres cuerpos: a) el so´lido 1 es una deslizadera horizontal de masa m cuyo
desplazamiento horizontal se mide mediante la variable x. El so´lido 1 se
encuentra unido al elemento fijo mediante un muelle de constante k y un
amortiguador de constante c; b) el so´lido 2, de masa m, centro de gravedad
situado en el punto O y momento de inercia I, se encuentra articulado en
el punto O y gira por efecto de un par τ ; y c) el so´lido 3 desliza sobre el
elemento 1 y se une al elemento 2 mediante una deslizadera articulada en
el punto A. Estando el sistema en reposo con un a´ngulo ϕ = 45o, con el
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muelle sin deformacio´n inicial, se enciende el motor y e´ste produce un par
τ . Calcular las aceleraciones instanta´neas ϕ¨0 y x¨0.
Prob. 3.45 La figura 3.73 muestra un tren planetario empleado como re-
ductor. El tren consta de un eje de entrada e, de masa despreciable, y de
tres engranajes de dimensiones y masas indicadas en la figura. Al aplicar
en el eje de entrada un par τ conocido, se pide: 1) Calcular la velocidad
estacionaria ωe del eje de entrada, sabiendo que el par resistente en el eje
de salida 3 responde a la expresio´n τ3 = c ω3. 2) Suponiendo el sistema en
reposo, calcular la aceleracio´n angular instanta´nea αe del eje de entrada.
Nota: no considerar el peso.
Prob. 3.46 La figura 3.74 muestra la vista de perfil de una puerta plegable
de garaje. Las puerta consta de dos mitades iguales, OA y AB, cada una
de longitud L y masa m uniformemente distribuida. El punto B desliza a lo
largo de una gu´ıa vertical. En dicho punto se amarra el cable del contrapeso
M , que permite abrir y cerrar la puerta con un esfuerzo pequen˜o. Se pide:
1) Calcular la masa M necesaria para contrapesar esta´ticamente la puerta
en una posicio´n cualquiera ϕ; 2) Estando la puerta en reposo, en posicio´n
cerrada (ϕ = 90o), se aplica una fuerza horizontal F en el punto A. Calcular
la aceleracio´n instanta´nea ϕ¨.
Prob. 3.47 La figura 3.75 muestra la vista de perfil de una puerta de
garaje. La apertura y cierre de la puerta se realiza mediante un actuador
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
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lineal instalado en el techo, que gu´ıa el punto B horizontalmente hacia la
izquierda, con velocidad constante v. Sabiendo que la distancia AB es 2L,
calcular para el instante de la figura a) Las velocidades angulares ω1 y ω2
de los elementos 1 y 2 en funcio´n de la velocidad v. b) Las aceleraciones
angulares α1 y α2 para la velocidad v constante. c) Suponiendo que la
velocidad v es suficientemente baja para poder despreciar las fuerzas de
inercia frente al peso, calcular la fuerza F que ejerce el actuador.
Prob. 3.48 Se quiere desarrollar una pequen˜a noria infantil de so´lo cuatro
cabinas colgantes, como la mostrada en la figura 3.76. El cuerpo circular de
la noria tiene radio R y momento de inercia I respecto del centro O. Las
cuatro cabinas son ide´nticas y se encuentran articuladas en los puntos A1,
A2, A3 y A4, por lo que pueden oscilar libremente variando los a´ngulos β1,
β2, β3 y β4. A efectos pra´cticos, la masa M de cada cabina puede consi-
derarse concentrada en los centros de gravedad B1, B2, B3 y B4 situados,
cada uno, a una distancia R/5 debajo de su correspondiente articulacio´n.
Para mover la noria se cuenta con un motor que genera un par τ sobre la
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rueda de radio r, que transmite el movimiento a la noria mediante roda-
dura. Si la noria y las cabinas se encuentran inicialmente en reposo y se
enciende el motor, calcular los valores de las aceleraciones angulares de las
cuatro cabinas β¨1, β¨2, β¨3 y β¨4, as´ı como la aceleracio´n angular de la noria
ϕ¨.
Prob. 3.49 Partiendo del reposo, se acelera a tope el coche de juguete de
radio control mostrado en la figura 3.77 , de forma que el motor entrega su
ma´ximo par τ . Sabiendo que la rueda trasera no patina y que el par τ es
suficiente para que el coche levante la rueda delantera, se pide: 1) Dibujar
el estado de fuerzas del sistema, incluyendo las fuerzas de inercia en funcio´n
de las aceleraciones ϕ¨ y θ¨. 2) Calcular la aceleracio´n angular instanta´nea de
la rueda trasera ϕ¨ y del chasis θ¨ tomando M = 3m, I = mR2, i = mR
2/2.
Prob. 3.50 El mecanismo de la figura 3.78 se encuentra en un plano ver-
tical. Se pide: a) Hallar la relacio´n instanta´nea entre ϕ˙ y β˙. b) Partiendo
del reposo se aplica un par τ en el elemento AB. Hallar la aceleracio´n ins-
tanta´nea β¨ sabiendo que so´lo la barra DE tiene masa M uniformemente
distribuida.
Prob. 3.51 El robot de la figura 3.79 se encuentra en un plano horizontal
y su extremo C recorre una trayectoria vertical a velocidad constante v. Sa-
biendo que el elemento BC tiene masa m uniformemente distribuida y que
en el punto C hay una masa puntual m, se pide: a) Hallar las aceleraciones
instanta´neas ϕ¨1 y ϕ¨2 de los motores 1 y 2. b) Hallar los pares instanta´neos
τ1 y τ2 que ejercen los motores para asegurar el movimiento rectil´ıneo a
velocidad constante.
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Prob. 3.52 Calcular el valor del par τ necesario para que el mecanismo
de la figura 3.80 se encuentre en equilibrio esta´tico en el plano horizontal
cuando α = 45o. Determinar tambie´n el valor de α que hace mı´nimo el valor
absoluto del par τ necesario para que el sistema se encuentre en equilibrio
esta´tico.
Prob. 3.53 La figura 3.81 muestra una mesa elevadora en el que so´lo el
elemento horizontal se considera con masa. Se pide: a) Hallar la fuerza
esta´tica F necesaria para mantener la plataforma en la posicio´n indicada.
b) Partiendo del reposo, se aplica una fuerza F en el actuador. Hallar la
aceleracio´n instanta´nea β¨.
Prob. 3.54 Para la mesa elevadora de la figura 3.82, se pide: a) Hallar
la fuerza esta´tica F necesaria para mantener la plataforma en la posicio´n
indicada venciendo su peso propio. b) Partiendo del reposo, se aplica una
fuerza F en el actuador. Hallar la aceleracio´n instanta´nea β¨.
Prob. 3.55 Calcular el par necesario para equilibrar esta´ticamente la fuer-
za F , sabiendo que en cada etapa del reductor de la figura 3.83 hay un
reduccio´n 1 : 10 en el mismo sentido que el eje de entrada.
Prob. 3.56 La figura 3.85 muestra una ma´quina de ejercicio conocida co-
mo el´ıptica, incluida dentro de la oferta de muchos gimnasios. Empleando
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el esquema simplificado del mecanismo, se pide: a) Hallar la relacio´n de
velocidades entre ϕ˙ y θ˙. b) Calcular la fuerza T aplicada en el punto H
que equilibra esta´ticamente las fuerzas Fx y Fy aplicadas en el punto C. c)
Suponiendo el sistema en reposo, se aplica una fuerza T = Fx en el punto
H. Calcular la aceleracio´n instanta´nea ϕ¨ que se produce como consecuencia
de la fuerza anterior y de las dos fuerzas Fx y Fy del punto C. Considerar
que so´lo el disco tiene masa M y momento de inercia I.
Prob. 3.57 El veh´ıculo de la figura 3.86 tiene un motor con un par τ ,
que se transmite a las ruedas traseras mediante una correa. Llamando x al
avance del veh´ıculo, y sabiendo que so´lo el cuerpo tiene masa M , se pide:
1) Si el veh´ıculo parte del reposo, hallar la aceleracio´n inicial x¨0. 2) Si la
fuerza aerodina´mica resistente es F = 10 x˙2, hallar la velocidad x˙ a la que
se estabiliza el avance del automo´vil para un par τ conocido.
Prob. 3.58 El veh´ıculo de la figura 3.87 tiene un motor con un par τ , que
se transmite a las ruedas traseras mediante una correa. Se supone rodadura
entre las ruedas y el suelo. Llamando x al avance del veh´ıculo, y sabiendo
que so´lo el chasis tiene masa M , se pide: 1) Hallar el par τe esta´tico que
permite al veh´ıculo permanecer en reposo en la pendiente. 2) Partiendo del
reposo se aplica un par τ0, superior al par esta´tico. Calcular la aceleracio´n
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instanta´nea x¨0.
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Cap´ıtulo 4
Ana´lisis cinema´tico por
me´todos nume´ricos
4.1. Introduccio´n
En los cap´ıtulos precedentes se han estudiado los me´todos tradiciona-
les para el estudio cinema´tico y dina´mico de mecanismos, basados en la
aplicacio´n directa de los principios y teoremas de la meca´nica cla´sica. Aun-
que dichos me´todos permiten abordar pequen˜os problemas de cinema´tica y
dina´mica, la complejidad de las ecuaciones involucradas limita seriamente
su campo de aplicacio´n.
Una reflexio´n sobre los me´todos de ca´lculo de mecanismos vistos hasta
el momento indica que las herramientas de que se disponen son, fundamen-
talmente, las relaciones trigonome´tricas ba´sicas, algunas consideraciones
geome´tricas, las leyes de Newton, la cinema´tica del so´lido r´ıgido y la reso-
lucio´n anal´ıtica de ecuaciones diferenciales. Con estos medios, y poco ma´s,
se esta´ en condiciones de abordar la mayor parte de los problemas que
aparecen en el estudio cla´sico de la teor´ıa de ma´quinas. Aunque el plan-
teamiento de los problemas por los me´todos anal´ıticos tradicionales es re-
lativamente directo, la resolucio´n puede volverse tremendamente compleja.
Por ejemplo, la deduccio´n de la ecuacio´n del movimiento de un mecanis-
mo biela-manivela se lleva a cabo en un tiempo breve, pero la posterior
resolucio´n de la ecuacio´n diferencial no lineal de segundo orden obtenida es
complicada y, de ordinario, debe resolverse mediante un me´todo nume´rico.
Tambie´n los me´todos gra´ficos de ana´lisis cinema´tico tienen serias limi-
taciones, ma´s alla´ de la mera complejidad de la resolucio´n de las ecuaciones
resultantes. Por ejemplo, en el mecanismo de un grado de libertad de la
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figura 4.1, la aplicacio´n sistema´tica del campo de velocidades del so´lido
r´ıgido es incapaz de resolver el problema de velocidades de forma expl´ıcita.
El lector puede demostrar fa´cilmente que en este ejemplo es imposible ob-
tener la velocidad angular de las barras, por ejemplo de FG, mediante los
cinemas de velocidades. Este problema, en particular, puede soslayarse me-
diante me´todos alternativos como el me´todo del punto auxiliar o el me´todo
de Goodman, pero tambie´n e´stos, a su vez, tienen limitaciones.
Los me´todos anal´ıticos son los preferidos por su comodidad y facilidad
de interpretacio´n cuando los problemas son de reducido taman˜o. Sin em-
bargo, en problemas complejos o de cierto taman˜o los me´todos anal´ıticos
deben ser sustituidos por me´todos nume´ricos. La existencia de programas
de computador con capacidades completas de ana´lisis cinema´tico y dina´mi-
co puede crear la tentacio´n de centrarse en su utilizacio´n y prescindir de los
planteamientos teo´ricos. Esta forma de pensar es erro´nea, pues un cierto
conocimiento de las bases teo´ricas da al ingeniero la capacidad para crear
sus propios programas cuando sea necesario, para interpretar los resultados
y para intuir la causa de posibles errores.
Para desarrollar un me´todo matema´tico susceptible de ser programado
con facilidad es necesario, en primer lugar, crear un modelo matema´tico
simple y eficiente del mecanismo. Ello implica transformar los conceptos de
elemento, par cinema´tico, velocidad, etc., en un conjunto de datos nume´ri-
cos dispuestos en forma de matriz o vector: es el proceso de modelizacio´n.
En este cap´ıtulo nos centraremos en la modelizacio´n de mecanismos me-
diante coordenadas naturales, aunque tambie´n se vera´n brevemente otros
tipos de coordenadas utilizadas en la pra´ctica.
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4.2. Coordenadas independientes
Para modelizar un mecanismo en coordenadas independientes se em-
plea un nu´mero mı´nimo de coordenadas, es decir, tantas como grados de
libertad. Por ejemplo, para modelizar el cuadrila´tero de la figura 4.2, se
precisa una u´nica coordenada, que puede ser el a´ngulo ϕ. Para modelizar
el robot plano de la figura 4.3 se precisan tres coordenadas, por ejemplo los
a´ngulos relativos ϕ1, ϕ2 y ϕ3.
La ventaja de las coordenadas independientes radica en su reducido
nu´mero –el mı´nimo posible–, ya que el nu´mero de coordenadas determina el
taman˜o final del problema. Son muy adecuadas cuando se trata de resolver
mecanismos de cadena abierta, pues en este caso las coordenadas relativas
proporcionan con facilidad la posicio´n de cualquier elemento del mecanismo.
En el robot de la figura 4.3 resulta evidente que, conocidos los valores de
los tres a´ngulos, la posicio´n y orientacio´n de cualquiera de los elementos
del robot se determinan con facilidad.
En el caso de las cadenas cinema´ticas cerradas, el uso de coordenadas
independientes es menos ventajoso pues exige la resolucio´n del problema
cinema´tico de posicio´n para determinar la posicio´n y orientacio´n de cual-
quier cuerpo que no sea el de entrada. El problema de posicio´n es no lineal,
por lo que debe resolverse de forma iterativa, y adema´s tiene mu´ltiples
soluciones. Puesto que cualquiera de las mu´ltiples soluciones es posible,
las coordenadas independientes no especifican de forma un´ıvoca la posi-
cio´n del mecanismo, lo que da origen a ambigu¨edades. Por ejemplo, en el
cuadrila´tero de la figura 4.4, conocido el valor del a´ngulo ϕ, el mecanismo
puede adoptar tanto la configuracio´n de “codo hacia arriba” como la de
“codo hacia abajo”.
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4.3. Coordenadas dependientes
Las coordenadas que modelizan un sistema meca´nico se llaman depen-
dientes cuando su nu´mero es mayor que el nu´mero de grados de libertad.
Es obvio que entre las coordenadas dependientes deben existir ciertas re-
laciones algebraicas, precisamente porque una vez especificadas tantas de
ellas como grados de libertad, el resto pueden ser calculadas en virtud de
dichas relaciones, que denominamos ecuaciones de restriccio´n. Llamando n
al nu´mero de coordenadas dependientes, g al nu´mero de grados de libertad,
y m al nu´mero de ecuaciones de restriccio´n, ha de cumplirse la relacio´n,
g = n−m (4.1)
Lo caracter´ıstico de las coordenadas dependientes es que definen un´ıvo-
camente la posicio´n de cada elemento del mecanismo. Esto puede lograrse
seleccionado diferentes tipos de coordenadas: relativas, de punto de referen-
cia y naturales.
4.3.1. Coordenadas relativas dependientes
Las coordenadas relativas se definen en cada par cinema´tico, y cada
una de ellas mide la posicio´n de un elemento con respecto al anterior en
la cadena cinema´tica. En cada par es preciso introducir tantas coordena-
das como grados de libertad permite el par. Por ejemplo, en la figura 4.5,
donde las coordenadas ϕ1, ϕ2, ϕ3 y s definen un´ıvocamente la posicio´n del
cuadrila´tero.
Con las coordenadas relativas, las ecuaciones de restriccio´n proceden
fundamentalmente de las condiciones de cierre de lazo. Continuando con el
ejemplo anterior, tenemos cuatro coordenadas (n = 4) y un solo grado de
libertad (g = 1), por lo que deben existir m = n− g = 3 ecuaciones, que se
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deducen de la ecuacio´n vectorial de cierre de lazo:
~AB + ~BC + ~CD + ~DA = ~0 (4.2)
que se puede escribir en forma escalar como
L1 cosϕ1 + s cos(ϕ1 + ϕ2 − pi) + L3 cosϕ3 − L4 = 0 (4.3)
L1 senϕ1 + s sen(ϕ1 + ϕ2 − pi)− L3 senϕ3 = 0 (4.4)
A estas dos ecuaciones podemos an˜adir una tercera, procedente de re-
lacionar los tres a´ngulos ϕ1, ϕ2, ϕ3:
(ϕ1 + ϕ2 − pi)− (pi
2
− ϕ3) = 0 (4.5)
Una ventaja de las coordenadas relativas estriba en su reducido nu´mero,
que conduce a una formulacio´n compacta y eficiente. Adema´s, las coorde-
nadas relativas facilitan la consideracio´n de fuerzas y momentos aplicados
en los pares cinema´ticos, pues esta´n directamente relacionadas con el mo-
vimiento de los pares, donde normalmente esta´n situados los motores y ac-
tuadores. Su principal inconveniente radica en la dificultad de determinar
de forma sistema´tica el nu´mero de cadenas cinema´ticas cerradas y cua´les
de ellas son independientes.
Como se ha mencionado, en los mecanismos de cadena abierta las coor-
denadas relativas son independientes, es decir, su nu´mero coincide con el
nu´mero de grados de libertad del mecanismo, por lo que no hay ecuaciones
de restriccio´n.
4.3.2. Coordenadas de punto de referencia
Las coordenadas de punto de referencia situ´an la posicio´n y orientacio´n
de cada elemento del mecanismo de forma absoluta. Existen varias elec-
ciones posibles. La ma´s directa consiste en definir un sistema de referencia
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r´ıgidamente unido al elemento y tomar, por una parte, las coordenadas de
su origen para definir la traslacio´n y, por otra, los a´ngulos de Euler (u otra
forma de parametrizar las rotaciones) para definir su orientacio´n. En el caso
tridimensional, son precisas seis coordenadas para definir la posicio´n de un
cuerpo. En el caso plano bastan tres coordenadas.
Las ecuaciones de restriccio´n surgen al examinar cada par y escribir
matema´ticamente las limitaciones al movimiento que el propio par impone
a los dos elementos unidos por e´l. En el ejemplo plano de la figura 4.6,
las coordenadas de punto de referencia son {x1, y1, ϕ1, x2, y2, ϕ2, x3, y3, ϕ3}.
Puesto que hay nueve coordenadas y un solo grado de libertad, deben existir
8 ecuaciones de restriccio´n.
Para deducirlas, comenzamos con la figura 4.7, donde se representa
el par A, que une los elementos 1 y 0. Dicho par obliga al punto A a
permanecer fijo, lo que matema´ticamente se puede expresar igualando la
suma r1 + u1 al vector rA:
r1 + u1 − rA =
{
x1 − L12 cosϕ1 − xA
y1 − L12 senϕ1 − yA
}
=
{
0
0
}
(4.6)
Ana´logamente podemos proceder con el par B, que une los elementos 1
y 2. En este caso, el par cinema´tico obliga a coincidir en el punto B a las
dos part´ıculas materiales situadas en los extremos de los elementos 1 y 2,
como se muestra en la figura 4.8. Matema´ticamente,
r1 + v1 − r2 − v2 =
{
x1 +
L1
2 cosϕ1 − x2 + L22 cosϕ2
y1 +
L1
2 senϕ1 − y2 + L22 senϕ2
}
=
{
0
0
}
(4.7)
Con el par D procedemos igual que con el A, obteniendo
r3 + u3 − rD =
{
x3 − L32 cosϕ3 − xD
y3 − L32 senϕ3 − yD
}
=
{
0
0
}
(4.8)
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Finalmente, consideramos el par C en la figura 4.9. Se trata de una
deslizadera r´ıgida que obliga a los elementos 2 y 3 a permanecer siempre
perpendiculares, permitiendo que el elemento 3 se traslade a lo largo del
elemento 2. Matema´ticamente, estas dos condiciones se expresan mediante
dos ecuaciones: una ecuacio´n de perpendicularidad, que obliga a que los
a´ngulos ϕ2 y ϕ3 difieran en 90
o, y otra ecuacio´n de alineamiento, que obliga
a que la proyeccio´n del vector r23 sobre w3 permanezca siempre constante.
Las dos ecuaciones quedan:
ϕ3 − ϕ2 − pi
2
= 0 (4.9)
rT23 w3 = (x3 − x2) cosϕ3 + (y3 − y2) senϕ3 − k = 0 (4.10)
Las expresiones 4.6–4.10 contienen las ocho ecuaciones de restriccio´n
que relacionan las coordenadas dependientes entre s´ı.
La principal ventaja de las coordenadas de punto de referencia radica en
lo sistema´tico de su aplicacio´n. Tanto la modelizacio´n del mecanismo como
la generacio´n de las ecuaciones de restriccio´n se pueden automatizar, lo que
las hace particularmente atractivas para desarrollar con ellas programas de
ordenador.
4.3.3. Coordenadas naturales
Las coordenadas naturales1 tambie´n definen de forma absoluta la po-
sicio´n de cada elemento, pero en lugar de estar situadas en el centro del
elemento, como las coordenadas de punto de referencia, se situ´an normal-
mente en los pares. Pueden verse como una evolucio´n de las coordenadas
1Las coordenadas naturales fueron desarrolladas en el CEIT por el profesor Javier
Garc´ıa de Jalo´n y colaboradores. Para una descripcio´n detallada puede consultarse el libro
Kinematic and Dynamic Simulation of Multibody Systems: The Real-Time Challenge, J.
Garc´ıa de Jalo´n y E. Bayo, 1993, Springer Verlag.
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
120 Cap´ıtulo 4. Ana´lisis cinema´tico por me´todos nume´ricos
de punto de referencia, cuando los puntos de intere´s migran hacia los pares
(figura 4.10), contribuyendo as´ı simulta´neamente a definir la posicio´n de
dos elementos en lugar de uno. Una consecuencia inmediata es que ya no
son necesarias variables de tipo angular para definir la orientacio´n de cada
elemento, con la complejidad que ello conlleva.
Con las coordenadas naturales, las ecuaciones de restriccio´n son de dos
tipos: de so´lido r´ıgido y de par cinema´tico, e´stas u´ltimas so´lo en determi-
nados pares.
En el ejemplo de la figura 4.11, las coordenadas naturales son {x1, y1, x2,
y2, x3, y3}, que suman seis coordenadas para un solo grado de libertad, por
lo que existen cinco ecuaciones de restriccio´n. Tres de estas cinco ecuaciones
son de so´lido r´ıgido y su deduccio´n es bastante directa: deben imponer las
condiciones de que el punto 1 permanezca a distancia constante de A, que
2 permanezca a distancia constante de 1, y que 3 permanezca a distancia
constante de D. Matema´ticamente,
(x1 − xA)2 + (y1 − yA)2 − L21 = 0 (4.11)
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L22 = 0 (4.12)
(x3 − xD)2 + (y3 − yD)2 − L23 = 0 (4.13)
Otras dos ecuaciones son de par cinema´tico y surgen de las limitacio-
nes al movimiento que impone la deslizadera r´ıgida. En primer lugar, el
segmento 12 debe permanecer formando a´ngulo constante con el segmento
3D, lo que equivale a decir que su producto escalar debe ser constante. En
segundo lugar, el punto 3 debe moverse sobre el segmento 12, lo que equi-
vale a decir que el producto vectorial entre 12 y 13 debe ser nulo. Podemos
escribir estas dos ecuaciones:
(x2 − x1)(x3 − xD) + (y2 − y1)(y3 − yD)− k = 0 (4.14)
(x3 − x1)(y2 − y1)− (y3 − y1)(x2 − x1) = 0 (4.15)
Con las coordenadas naturales, la modelizacio´n de los mecanismos es
simple y sistema´tica, y las ecuaciones de restriccio´n son sencillas. A dife-
rencia de las coordenadas de punto de referencia, las coordenadas natura-
les tienen una interpretacio´n f´ısica intuitiva. Por ello, en este cap´ıtulo se
adoptara´n estas coordenadas para continuar el desarrollo de los me´todos
nume´ricos de ana´lisis cinema´tico y dina´mico de mecanismos.
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4.4. Coordenadas naturales en el plano
Las coordenadas naturales en el plano se componen de coordenadas
cartesianas de algunos puntos de cada so´lido situados en los pares. Para
modelizar correctamente un mecanismo en coordenadas naturales pueden
seguirse las siguientes normas:
1. En cada articulacio´n se debe situar un punto.
2. En los pares prisma´ticos deben existir, al menos, tres puntos alinea-
dos: dos para definir el eje y el tercero para la deslizadera.
3. Cada so´lido debe contener, como mı´nimo, dos puntos. Si esta condi-
cio´n no se cumple, es imposible determinar la orientacio´n del cuerpo.
4. Adema´s de lo anterior, se pueden utilizar tantos puntos adicionales
como se desee.
Ejemplo 4.1 Para modelizar el mecanismo biela-manivela de la figura 4.12,
se toman los puntos 1 y 2. Los puntos fijos A, B y C, aunque necesarios
para el planteamiento de las ecuaciones de restriccio´n, no forman estricta-
mente parte de las coordenadas naturales, por no ser variables. Por tanto,
el vector de coordenadas naturales es {x1, y1, x2, y2}. Puesto que hay un
solo grado de libertad, es necesario establecer tres ecuaciones de restriccio´n,
que son:
(x1 − xA)2 + (y1 − yA)2 − L21 = 0
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L22 = 0
(x2 − xC)(yC − yB)− (y2 − yC)(xC − xB) = 0
Las dos primeras ecuaciones son de so´lido r´ıgido y obligan a que las ba-
rras mantengan sus longitudes constantes. La tercera ecuacio´n corresponde
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a la deslizadera articulada, y obliga a que a los puntos B, C y 2 permanez-
can alineados, mediante el producto vectorial nulo de los segmentos 2C y
BC.
Otra forma alternativa de modelizar este mecanismo consiste en tomar
como coordenadas naturales {x1, y1, x2}, prescindiendo de la variable y2,
que es nula. En este caso, la tercera ecuacio´n habr´ıa sido innecesaria.
4.4.1. Restricciones de so´lido r´ıgido
Las restricciones de so´lido r´ıgido son las necesarias para que los puntos
de un mismo elemento no tengan desplazamientos relativos. En un elemento
plano definido mediante n puntos deben existir n− 3 ecuaciones de restric-
cio´n, ya que el elemento tiene tres grados de libertad. Veamos los distintos
casos que pueden darse en funcio´n del nu´mero de puntos:
a. Dos puntos (figura 4.13): en este caso, la u´nica ecuacio´n de res-
triccio´n es la que obliga a mantener constante la distancia entre los
puntos 1 y 2,
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L212 = 0 (4.16)
b. Tres puntos (figura 4.14): se precisan tres restricciones para asegurar
que los tres lados del tria´ngulo 123 son constantes, que son
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L212 = 0 (4.17)
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2 − L213 = 0 (4.18)
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 − L223 = 0 (4.19)
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c. Tres puntos alineados (figura 4.15): cuando los tres puntos se en-
cuentran alineados, las tres ecuaciones de distancia no garantizan la
condicio´n de so´lido r´ıgido. La prueba es que el punto 2 se puede mover
infinitesimalmente en direccio´n perpendicular al segmento 13 sin que
var´ıen las distancias 12 y 23. La solucio´n consiste en sustituir dos de
las ecuaciones de distancia por otras dos ecuaciones que establecen la
proporcionalidad entre el vector r12 y el vector r13,
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L212 = 0 (4.20)
(x3 − x1)− L13
L12
(x2 − x1) = 0 (4.21)
(y3 − y1)− L13
L12
(y2 − y1) = 0 (4.22)
d. Cuatro puntos (figura 4.16): con cuatro puntos, el nu´mero de varia-
bles es n = 8, por lo que son precisas cinco ecuaciones de restriccio´n.
En primer lugar, se escogen tres puntos no alineados, por ejemplo 1,
2 y 3, y se escriben sus tres ecuaciones de distancia constante. Las
dos ecuaciones restantes se obtienen al expresar el vector r14 como
combinacio´n lineal de los vectores r12 y r13, con constantes de pro-
porcionalidad λ y µ (es tambie´n va´lida cualquier otra permutacio´n en
que las coordenadas del punto 4 se expresen como combinacio´n lineal
de los dema´s puntos),
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L212 = 0 (4.23)
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2 − L213 = 0 (4.24)
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 − L223 = 0 (4.25)
(x4 − x1)− λ(x2 − x1)− µ(x3 − x1) = 0 (4.26)
(y4 − y1)− λ(y2 − y1)− µ(y3 − y1) = 0 (4.27)
e. Ma´s de cuatro puntos: se procede igual que con cuatro puntos,
an˜adiendo dos ecuaciones de combinacio´n lineal adicionales por cada
punto adicional.
4.4.2. Restricciones de par cinema´tico
Las restricciones de par cinema´tico son las necesarias para que las coor-
denadas de dos elementos contiguos unidos mediante un par se muevan de
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acuerdo con los grados de libertad permitidos por el par. En los siguientes
apartados se estudian los distintos tipos de pares cinema´ticos, las formas
de modelizarlos y sus ecuaciones de restriccio´n.
Articulacio´n plana
Una articulacio´n plana puede modelizarse de dos formas distintas. En
primer lugar, mediante dos puntos 1 y 2, como se muestra en la figura 4.17,
en cuyo caso es necesario imponer dos ecuaciones de restriccio´n triviales:
x1 − x2 = 0 (4.28)
y1 − y2 = 0 (4.29)
La segunda forma de modelizar la articulacio´n es compartiendo el pun-
to 1, como en la figura 4.18. En este caso, el punto 1 pertenece tanto al
elemento de la derecha como al de la izquierda. El mero hecho de que dos
elementos compartan un punto hace innecesarias las ecuaciones de restric-
cio´n. Fa´cilmente se ve que el u´nico movimiento posible entre dos elementos
que comparten un punto es, precisamente, la rotacio´n alrededor de dicho
punto.
Emplear una u otra forma de modelizar el par es una cuestio´n, en mu-
chos casos, de preferencias personales. En general no hay razones de peso
que inclinen la balanza en una direccio´n o en otra. Se puede argumentar que
al compartir puntos disminuye el nu´mero de variables, por lo que el esfuerzo
de ca´lculo necesario es aparentemente menor. Sin embargo, el incremento
del taman˜o de las matrices y vectores se ve compensado por una mayor
dispersio´n de los te´rminos, hecho que aprovechan las te´cnicas de resolucio´n
de matrices dispersas. El resultado es que el tiempo de ca´lculo tiende a
aumentar so´lo muy ligeramente. Si la velocidad de resolucio´n no es un pun-
to clave, y frecuentemente no lo es, puede ser ma´s conveniente modelizar
el mecanismo sin compartir puntos, pues ello facilita considerablemente el
ca´lculo de las reacciones en los pares y de los esfuerzos motores.
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Deslizadera articulada plana
Para modelizar este par es preciso disponer de tres puntos alineados,
como se muestra en la figura 4.19. Los puntos 1 y 2 se encuentran sobre el
eje de la deslizadera, y el punto 3 sobre la articulacio´n. La u´nica ecuacio´n de
restriccio´n es la que garantiza que los puntos 1, 2 y 3 permanecen siempre
alineados, lo que matema´ticamente se consigue mediante una ecuacio´n de
producto vectorial nulo entre los vectores r12 y r13.
(x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1) = 0 (4.30)
Deslizadera r´ıgida plana
Como se puede ver en la figura 4.20, la deslizadera r´ıgida se modeli-
za igual que deslizadera articulada, pero en este caso es preciso imponer
adema´s una segunda ecuacio´n de restriccio´n, que obligue a que los vectores
r12 y r34 formen un a´ngulo constante, lo que matema´ticamente se consigue
con una ecuacio´n de producto escalar constante. Las dos ecuaciones son:
(x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1) = 0 (4.31)
(x2 − x1)(x4 − x3) + (y2 − y1)(y4 − y3)− c = 0 (4.32)
donde c es una constante.
4.4.3. Coordenadas relativas
Segu´n hemos visto, las coordenadas naturales son puramente cartesia-
nas pues se componen exclusivamente de puntos. Sin embargo, en algunas
ocasiones resulta de utilidad incluir tambie´n coordenadas relativas, para
facilitar la definicio´n de ciertos pares cinema´ticos o para interpretar ma´s
fa´cilmente los resultados. Por ejemplo, el par engranaje se define median-
te una proporcionalidad entre los a´ngulos girados por dos elementos. O
bien, en un mecanismo biela-manivela conviene expresar la traslacio´n de
la deslizadera en funcio´n del a´ngulo de la manivela. En ambos ejemplos,
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poder contar con los a´ngulos entre las variables del problema simplifica su
planteamiento. Las coordenadas relativas pueden ser tambie´n lineales, y
facilitan la introduccio´n de actuadores lineales, hilos inextensibles, etc.
Por cada coordenada relativa, se incrementa en una unidad el nu´mero
de variables dependientes (n), mientras que el nu´mero de grados de libertad
(g) no var´ıa. Puesto que el nu´mero de restricciones es n−g, por cada nueva
coordenada relativa sera´ preciso an˜adir una nueva ecuacio´n de restriccio´n.
Coordenada relativa angular
Consideremos los dos elementos articulados de la figura 4.21, entre los
que hemos definido el a´ngulo ϕ. Consecuentemente, debemos introducir una
ecuacio´n de restriccio´n adicional para relacionar ϕ con las coordenadas de
los puntos 1, 2 y 3, lo que se consigue mediante el producto escalar entre
los vectores r12 y r13:
(x2 − x1)(x3 − x1) + (y2 − y1)(y3 − y1)− L12L23 cosϕ = 0 (4.33)
Desafortunadamente, esta ecuacio´n no es va´lida cuando ϕ esta´ pro´ximo
a 0 o 180o. La causa es que el producto escalar representa la proyeccio´n
del vector r13 sobre r12. En general, cuando ϕ var´ıa tambie´n lo hace dicha
proyeccio´n. Sin embargo, en el caso particular de ϕ = 0 o ϕ = 180o, cuando
los vectores r12 y r13 se encuentran alineados, una variacio´n infinitesimal
del a´ngulo ϕ no provoca variacio´n alguna en la proyeccio´n. En estos casos,
en lugar de emplear la ecuacio´n de producto escalar se puede emplear la de
producto vectorial entre r12 y r13:
(x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1)− L12L23 senϕ = 0 (4.34)
Mediante un razonamiento ana´logo al anterior se puede demostrar que
esta ecuacio´n no es va´lida cuando el a´ngulo ϕ = ±90o. Resulta entonces
que las dos ecuaciones anteriores son complementarias, pues ninguna de las
dos es va´lida en todo el rango del movimiento. Una ta´ctica posible consiste
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en emplear cualquiera de las ecuaciones hasta que se vuelva inservible y,
entonces, sustituirla por la otra. Sin embargo, en la pra´ctica es ma´s sencillo
y recomendable introducir las dos ecuaciones al mismo tiempo, admitiendo
que las ecuaciones de restriccio´n puedan ser redundantes.
Coordenada relativa lineal
En la deslizadera de la figura 4.22 se ha definido la coordenada relativa
lineal s. En este caso, la ecuacio´n de restriccio´n es
(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2 − s2 = 0 (4.35)
Esta ecuacio´n presenta problemas cuando, en su movimiento a lo largo
de la deslizadera, el punto 3 pasa por encima del punto 1, momento en que la
ecuacio´n 4.35 se vuelve inservible. Cuando esta situacio´n puede producirse,
es preferible emplear otra aproximacio´n diferente, que consiste en describir
el vector r13 como proporcional al vector r12, mediante las ecuaciones:
(x3 − x1)− s
L12
(x2 − x1) = 0 (4.36)
(y3 − y1)− s
L12
(y2 − y1) = 0 (4.37)
Estrictamente, so´lo una de estas dos ecuaciones de restriccio´n es necesa-
ria. Cuando el vector r12 se encuentra horizontal, la segunda ecuacio´n no es
va´lida pues la variacio´n de las coordenadas y1 e y3 no proporciona ninguna
informacio´n acerca de la variacio´n de s. Ana´logamente, cuando el vector
r12 se encuentra vertical, la primera ecuacio´n no sirve ya que la variacio´n
de las coordenadas x1 y x3 no da informacio´n sobre la variacio´n de s. Igual
que el caso de la coordenada angular, es recomendable introducir las dos
ecuaciones simulta´neamente y utilizar te´cnicas de resolucio´n que permitan
operar con restricciones en exceso.
Pares cinema´ticos superiores: engranaje y rodadura
Las coordenadas relativas angulares y lineales, vistas en el apartado
anterior, facilitan en gran medida la consideracio´n de los denominados pares
de orden superior, como el par de engranajes y el par de rodadura. Otros
pares superiores, como el de leva, pueden ser tenidos en cuenta de forma
similar, aunque su complejidad es mayor.
Para modelizar un par de engranajes como el de la figura 4.23, es sufi-
ciente con definir dos variables relativas angulares ϕ1 y ϕ2, y relacionarlas
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entre s´ı mediante la ecuacio´n de restriccio´n
R1(ϕ1 − ϕ10)−R2(ϕ2 − ϕ20) = 0 (4.38)
donde ϕ10 y ϕ20 representan los valores iniciales de ϕ1 y ϕ2.
Por su parte, el par de rodadura se modeliza empleando una coordenada
relativa angular y otra lineal, como se muestra en la figura 4.24, y an˜adiendo
la ecuacio´n
s− s0 −R(ϕ− ϕ0) = 0 (4.39)
Conviene resaltar que, en la modelizacio´n efectuada en la figura ante-
rior, se ha recurrido a un sencillo truco para capturar adecuadamente los
movimientos de traslacio´n y rotacio´n de la rueda, consistente en definir un
elemento ficticio, modelizado con los puntos 1 y 3, cuyo movimiento de
traslacio´n sirve para asegurar que el punto 1 (centro del disco) permanece
a distancia constante de la pista. Apoya´ndonos en este elemento, es mucho
ma´s fa´cil definir el movimiento real de la rueda, modelizada mediante los
puntos 1 y 2.
4.5. Ejemplo de modelizacio´n con coordenadas na-
turales
En este apartado se muestra la modelizacio´n de un mecanismo plano
en coordenadas naturales y se plantean las correspondientes ecuaciones de
restriccio´n.
El mecanismo de retorno ra´pido mostrado en la figura 4.25 se utiliza
en ciertos tipos de ma´quina-herramienta. Se ha modelizado mediante tres
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puntos mo´viles 1, 2 y 3, cuatro puntos fijos A, B, C y D, y el a´ngulo ϕ. El
vector de coordenadas cuenta, por tanto, con siete componentes:
{x1, y1, x2, y2, x3, y3, ϕ} (4.40)
La introduccio´n del a´ngulo ϕ en el elemento de entrada parece razona-
ble, por tener un motor acoplado a e´l. Fa´cilmente puede deducirse que el
mecanismo tiene un grado de libertad, por lo que se precisan, al menos, seis
ecuaciones de restriccio´n.
En primer lugar, se introducen dos ecuaciones de restriccio´n de distancia
constante:
(x1 − xB)2 + (y1 − yB)2 − L21B = 0 (4.41)
(x2 − xA)2 + (y2 − yA)2 − L22A = 0 (4.42)
A continuacio´n, necesitamos introducir tres ecuaciones de alineamiento
correspondientes a las tres deslizaderas articuladas. Las ecuaciones garan-
tizan, respectivamente, el alineamiento de los puntos A12, A23 y CD3:
(x1 − xA)(y2 − yA)− (y1 − yA)(x2 − xA) = 0 (4.43)
(x3 − xA)(y2 − yA)− (y3 − yA)(x2 − xA) = 0 (4.44)
(x3 − xC)(yD − yC)− (y3 − yC)(xD − xC) = 0 (4.45)
Finalmente, restar´ıa por incluir la ecuacio´n de restriccio´n del a´ngulo ϕ,
que incluimos por duplicado para evitar singularidades:
x1 − xB − L1B cosϕ = 0 (4.46)
y1 − yB − L1B senϕ = 0 (4.47)
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4.6. Problemas cinema´ticos
El estudio cinema´tico de un mecanismo pretende conocer su movimiento
independientemente de las fuerzas actuantes. Los problemas cinema´ticos
son de naturaleza puramente geome´trica, y se dirigen exclusivamente al
ana´lisis del movimiento en te´rminos de posicio´n, velocidad y aceleracio´n,
sin considerar las causas que lo producen.
Para definir de forma ma´s precisa los problemas cinema´ticos, es preciso
definir previamente el vector q, de n × 1, que contiene las coordenadas
dependiente empleadas en la modelizacio´n del mecanismo, y el vector z, de
dimensio´n g × 1, que contiene las coordenadas de los grados de libertad.
Normalmente, z es un subconjunto del vector q, obtenido al tomar tantas
componentes de q como grados de libertad.
Empleando estos dos vectores, se esta´ en condiciones de definir los tres
problemas cinema´ticos principales: de posicio´n, de velocidad y de acelera-
cio´n. La tabla 4.1 resume los datos e inco´gnitas de cada problema.
Problema Datos Inco´gnitas
De posicio´n z q
De velocidad q, z˙ q˙
De aceleracio´n q, q˙, z¨ q¨
Tabla 4.1: Clasificacio´n de los problemas cinema´ticos.
En el problema de posicio´n se trata de hallar la posicio´n de todas las
coordenadas naturales a partir de las posiciones de los grados de libertad.
En el problema de velocidad se trata de hallar la velocidad de todas las
coordenadas naturales, conocida la velocidad de los grados de libertad. Y
en el problema de aceleracio´n se trata de hallar la aceleracio´n de todas las
coordenadas naturales conocida la aceleracio´n de los grados de libertad.
Para resolver el problema de velocidad es necesario resolver previamente
el de posicio´n. Para resolver el problema de aceleracio´n es preciso resolver
previamente los problemas de posicio´n y velocidad.
4.6.1. Problema de posicio´n
El problema de posicio´n, tambie´n conocido como problema de montaje,
consiste en calcular la posicio´n q de todos los elementos del mecanismo,
a partir de la posicio´n de los grados de libertad z. La solucio´n de este
problema es relativamente sencilla en el caso de mecanismos de cadena
abierta, debido a que la solucio´n es u´nica y puede calcularse de forma
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expl´ıcita. En cambio, en los mecanismos con cadena cinema´tica cerrada el
problema es bastante ma´s complejo, normalmente con soluciones mu´ltiples
y frecuentemente sin solucio´n expl´ıcita.
Como ya se ha dicho, las n inco´gnitas del vector q se encuentran liga-
das por m ecuaciones de restriccio´n, que agruparemos en el denominado
vector de restricciones Φ, de dimensio´n m × 1. Puesto que las ecuaciones
de restriccio´n son, en principio, funciones de las coordenadas naturales y
del tiempo, podemos escribir de forma compacta el conjunto de todas las
ecuaciones de restriccio´n como:
Φ(q, t) =

Φ1(q, t)
. . .
Φm(q, t)
 (4.48)
En definitiva, nuestro problema consiste en resolver dicho conjunto de
ecuaciones no lineales. Para abordar su resolucio´n se puede recurrir al me´to-
do de Newton-Raphson, tambie´n conocido como me´todo de la tangente, ba-
sado en linealizar la ecuacio´n anterior tomando los dos primeros te´rminos
de su serie de Taylor,
Φ(q + ∆q, t) ≈ Φ(q, t) + Φq(q, t)∆q ≈ 0 (4.49)
donde Φq es la matriz jacobiana m × n de las ecuaciones de restriccio´n,
cuya expresio´n expl´ıcita es:
Φq =

∂φ1
∂q1
∂φ1
∂q2
· · · ∂φ1∂qn
∂φ2
∂q1
∂φ2
∂q2
· · · ∂φ2∂qn
...
...
. . .
...
∂φm
∂q1
∂φm
∂q2
· · · ∂φm∂qn
 (4.50)
La ecuacio´n 4.49 se puede tomar como referencia para establecer el
siguiente proceso iterativo:
Φq(qi, t)(qi+1 − qi) = −Φ(qi, t) (4.51)
En cada iteracio´n es necesario resolver la ecuacio´n 4.51, que representa
un sistema lineal de m ecuaciones con otras tantas inco´gnitas. Aunque el
vector q tiene n componentes, hay que recordar que g de estas componentes
son conocidas de antemano, puesto que representan la posicio´n de los grados
de libertad. Para comenzar el proceso iterativo necesitamos partir de una
estimacio´n de la solucio´n q0, suficientemente pro´xima a la solucio´n real
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
132 Cap´ıtulo 4. Ana´lisis cinema´tico por me´todos nume´ricos
q
qiqi+1qi+2
f
Figura 4.26
para que las sucesivas iteraciones converjan. Aunque no siempre es trivial,
en la pra´ctica la obtencio´n de dicha estimacio´n no suele representar una
gran dificultad. El proceso iterativo termina cuando e´ste converge a una
solucio´n pro´xima a la real, lo que sucede cuando la diferencia entre dos
iteraciones sucesivas es menor que una tolerancia prefijada,
∣∣qi+1 − qi∣∣ <  (4.52)
Se puede demostrar que el me´todo de Newton Raphson goza de conver-
gencia cuadra´tica en el entorno de la solucio´n, lo que hace que habitual-
mente sean precisas muy pocas iteraciones hasta obtener la solucio´n.
En el caso de una sola variable, la interpretacio´n geome´trica del me´todo
de Newton-Raphson se muestra en la figura 4.26. Como se puede ver, al
linealizar la funcio´n no lineal estamos acerca´ndonos a la solucio´n por medio
de las tangentes en las sucesivas soluciones parciales, cada vez ma´s pro´ximas
a la solucio´n verdadera. Lo que en el caso de una funcio´n de una variable
es la pendiente de cada recta tangente, en el caso general de una funcio´n
vectorial de varias variables es la matriz jacobiana. Entender bien esta
interpretacio´n permitira´ descubrir posibles errores en la matriz jacobiana o
en el vector de ecuaciones de restriccio´n, a la vista del comportamiento del
proceso iterativo.
Se denomina simulacio´n cinema´tica a la resolucio´n sucesiva del pro-
blema de posicio´n para una determinada ley de movimiento de los grados
de libertad z(t). Mediante ella, se pueden determinar trayectorias, curva-
turas y se pueden generar animaciones en el computador. Puesto que la
simulacio´n cinema´tica requiere la resolucio´n del problema de posicio´n en
mu´ltiples etapas, la estimacio´n inicial q0 requerida al comienzo de cada
etapa se puede tomar como la solucio´n final de la etapa anterior.
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4.6.2. Problema de velocidad
El problema de velocidad consiste en determinar las velocidades q˙ de
todas las variables del mecanismo, conocida su posicio´n q y la velocidad z˙
de los grados de libertad. Derivando la ecuacio´n 4.48 mediante la regla de
la cadena, se obtiene:
d
dt
Φ(q, t) = Φqq˙ + Φt = 0 (4.53)
donde Φt es la derivada parcial de las ecuaciones de restriccio´n respecto
al tiempo. En los casos vistos hasta el momento, esta derivada es nula
pues las ecuaciones de restriccio´n de so´lido r´ıgido, de par cinema´tico y de
coordenada relativa son independientes del tiempo. Sin embargo, en otros
casos este te´rmino puede ser no nulo. Despejando en la ecuacio´n anterior:
Φqq˙ = −Φt (4.54)
Aparentemente, la ecuacio´n 4.54 representa un sistema lineal de m ecua-
ciones y n inco´gnitas, pero hay que recordar que las velocidades de los gra-
dos de libertad son conocidas. El valor de dichas velocidades conocidas se
puede incluir an˜adiendo g filas triviales al sistema de ecuaciones, cada una
de las cuales especifique el valor de la velocidad de un grado de libertad.
Este punto se aclarara´ en un ejemplo posterior.
4.6.3. Problema de aceleracio´n
En el problema de aceleracio´n se tratan de determinar las aceleraciones
q¨ de todas las variables del mecanismo, conocida la posicio´n q, la velocidad
q˙, y las aceleraciones de los grados de libertad z¨. Derivando respecto al
tiempo la ecuacio´n de velocidades 4.53, se obtiene
d2
dt2
Φ(q, t) = Φqq¨ + Φ˙qq˙ + Φ˙t = 0 (4.55)
Reordenando los te´rminos, se puede escribir
Φqq¨ = −Φ˙qq˙− Φ˙t (4.56)
El miembro de la derecha es conocido en funcio´n de la posicio´n, la
velocidad y el tiempo. Como en el problema de velocidad, se ha obtenido
un sistema lineal de m ecuaciones con n inco´gnitas, en el que se conocen
las aceleraciones de los grados de libertad. Dichas aceleraciones conocidas
se pueden introducir mediante g ecuaciones adicionales, cada una de las
cuales especifique el valor de la aceleracio´n de un grado de libertad.
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Ejemplo 4.2 Apliquemos las expresiones recie´n estudiadas al ana´lisis ci-
nema´tico del cuadrila´tero articulado de la figura 4.27. El mecanismo esta´ com-
puesto por barras de longitudes L1 = 1, L2 =
√
2, L3 = 1, L4 = 2, y ha
sido modelizado empleando las cuatro coordenadas qT = {x1, y1, x2, y2}.
Los dos puntos fijos A y B no son inco´gnitas, ya que sus coordenadas son
fijas y valen xA = yA = yB = 0, xB = 2. El mecanismo tiene un u´nico
grado de libertad, cuya variable podemos escoger entre las componentes de
q. En este caso, tomamos z = {x1}. Las tres ecuaciones de restriccio´n son:
Φ(q) =

φ1
φ2
φ3
 =

(x1 − xA)2 + (y1 − yA)2 − L21
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L22
(x2 − xB)2 + (y2 − yB)2 − L23
 = 0
La matriz jacobiana se obtiene tomando derivadas parciales de las tres
ecuaciones respecto de las cuatro variables:
Φq =
 2(x1 − xA) 2(y1 − yA) 0 0−2(x2 − x1) −2(y2 − y1) 2(x2 − x1) 2(y2 − y1)
0 0 2(x2 − xB) 2(y2 − yB)

Resolvamos en primer lugar el problema de posicio´n para z = x1 = 0.
Se ve con facilidad que cuando x1 = 0, la coordenada y1 debera´ tomar el
valor 1, pues la longitud de la barra vale L1 = 1. Sin embargo, no cono-
cemos la posicio´n del punto 2, que es precisamente lo que se desea hallar.
Para comenzar el proceso iterativo, tomemos arbitrariamente como primera
estimacio´n de la solucio´n la siguiente:
q0 =

x10
y10
x20
y20
 =

0
1
1
0,3

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Comenzamos a iterar empleando la expresio´n 4.51, particularizada para
i = 0,
Φq(q0)(q1 − q0) = −Φ(q0)
y desarrollando, 0 2 0 0−2 1,4 2 −1,4
0 0 −2 0,6


x1(1) − 0
y1(1) − 1
x2(1) − 1
y2(1) − 0,3
 = −

(0− 0)2 + (1− 0)2 − 1
(1− 0)2 + (0,3− 1)2 − 2
(1− 2)2 + (0,3− 0)2 − 1
 =
= −

0,00
−0,51
0,09

Aparentemente, se trata de un sistema de tres ecuaciones con cuatro
inco´gnitas, pero en realidad x1 es un dato de partida, por lo que su valor
debe permanecer fijo e igual a cero, o lo que es lo mismo, x1(1) = 0. Dicha
ecuacio´n se puede an˜adir a nuestro sistema en forma de fila adicional, y se
obtiene el siguiente sistema ampliado:
0 2 0 0
−2 1,4 2 −1,4
0 0 −2 0,6
1 0 0 0


x1(1) − 0
y1(1) − 1
x2(1) − 1
y2(1) − 0,3
 = −

0,00
−0,51
0,09
0,00

Resolviendo, obtenemos
x1(1)
y1(1)
x2(1)
y2(1)
 =

0,0000
1,0000
0,8875
−0,2250

Una vez que disponemos de una nueva aproximacio´n de la posicio´n,
podemos realizar la segunda iteracio´n:
Φq(q1)(q2 − q1) = −Φ(q1)
Sustituyendo, se obtiene.
0 2 0 0
2,45 −1,775 2,45 1,775
0 0 −2,225 −0,45
1 0 0 0


x1(1) − 0
y1(1) − 1
x2(1) − 0,8875
y2(1) − (−0,2250)
 = −

0,0000
0,2883
0,2883
0,0000

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Resolviendo de nuevo, tenemos
x1(2)
y1(2)
x2(2)
y2(2)
 =

0,00000
1,00000
0,97975
−0,04050

Y as´ı, sucesivamente, podemos continuar el proceso iterativo. Las dos
siguientes iteraciones, cuyas soluciones se indican, muestran una ra´pida
convergencia hacia la solucio´n exacta:
x1(3)
y1(3)
x2(3)
y2(3)
 =

0,00000
1,00000
0,99907
−0,00186


x1(4)
y1(4)
x2(4)
y2(4)
 =

0,00000
1,00000
0,99999
−0,00004

Como se comprueba fa´cilmente, la solucio´n exacta es x2 = 1, y2 = 0,
que corresponde a la posicio´n mostrada en la figura 4.28.
Una vez conocida la posicio´n exacta, resolvamos ahora el problema de
velocidades instanta´neo, con z˙ = x˙1 = 1, lo que equivale a tomar la barra
A1 como elemento de entrada, con velocidad angular ω = 1. Aplicando la
ecuacio´n 4.53 con Φt = 0, ampliada con el dato conocido x˙1 = 1,
0 2 0 0
−2 2 2 −2
0 0 −2 0
1 0 0 0


x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
 =

0
0
0
1

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Resolviendo este sistema, se obtiene
x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
 =

1
0
0
−1

solucio´n que fa´cilmente podemos verificar por me´todos anal´ıticos empleando
el cinema de velocidades.
Y para concluir, resolvamos el problema de aceleraciones para la posi-
cio´n y velocidad anteriores y para la aceleracio´n z¨ = x¨1 = 3. Basa´ndonos
en la ecuacio´n 4.56, ampliada con el dato conocido x¨1 = 3, se obtiene
0 2 0 0
−2 2 2 −2
0 0 −2 0
1 0 0 0


x¨1
y¨1
x¨2
y¨2
 =

−2(x˙21 + y˙21)
−2(x˙2 − x˙1)2 − 2(y˙2 − y˙1)2
−2(x˙22 + y˙22)
3
 =

−2
−4
−2
3

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene finalmente:
x¨1
y¨1
x¨2
y¨2


3
−1
1
−1

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En ocasiones, al generar las ecuaciones de restriccio´n de un mecanismo
resulta que m > n − g, es decir, el nu´mero de ecuaciones de restriccio´n es
superior al teo´ricamente necesario. Una primera causa del exceso de ecua-
ciones es la simple comodidad del analista, cuando no es evidente seleccionar
las ecuaciones mı´nimas necesarias de entre varias posibles. Para evitar la
tarea de comprobar continuamente si las dos ecuaciones seleccionadas son
apropiadas e independientes, se puede optar por incluir todas las posibles
ecuaciones al mismo tiempo. Por ejemplo, se ha visto en el caso plano que
por cada coordenada relativa de a´ngulo o distancia es preciso introducir
una nueva ecuacio´n de restriccio´n de entre dos posibles. En vez de escoger
en cada caso la ecuacio´n apropiada, es ma´s sencillo introducir siempre las
dos.
Un segundo origen de redundancia se da en los mecanismos que poseen
ma´s grados de libertad que los predichos por el criterio de Gru¨bler. Es-
tos mecanismos obtienen su capacidad de movimiento de una configuracio´n
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geome´trica particular, y no de la proporcio´n entre el nu´mero de elementos
y pares cinema´ticos. En estos casos, la redundancia en las ecuaciones de
restriccio´n es intr´ınseca, pues procede de la propia naturaleza del mecanis-
mo.
Lo´gicamente, la presencia de ecuaciones redundantes no debe afectar
a la solucio´n puesto que todas las ecuaciones son compatibles, es decir,
unas filas son combinacio´n lineal de otras. Para resolver un sistema de es-
ta naturaleza podemos emplear diversas te´cnicas algebraicas. Por ejemplo,
podemos emplear el pivotamiento para permutar el orden de las filas, selec-
cionar las mejor condicionadas y eliminar las redundantes. O bien, podemos
emplear la te´cnica de los mı´nimos cuadrados para obtener la solucio´n de
mı´nimo error cuadra´tico. Ambos me´todos se encuentran programados en
Matlab y pueden emplearse sin mayores complicaciones.
4.8. Determinacio´n nume´rica del nu´mero de gra-
dos de libertad
Se ha visto en un cap´ıtulo precedente la forma de obtener el nu´mero
de grados de libertad mediante el criterio de Gru¨bler, empleando exclusiva-
mente informacio´n estructural acerca del nu´mero de elementos y el nu´mero
y tipo de pares. Como se recordara´, la principal limitacio´n del me´todo
proviene de no tomar en cuenta las magnitudes geome´tricas, por lo que
el nu´mero de grados de libertad obtenido para un mecanismo particular
coincide con el correspondiente a toda la familia de mecanismos estruc-
turalmente similares, lo cual es incorrecto en configuraciones geome´tricas
particulares.
Con las herramientas nume´ricas que se han desarrollado en los aparta-
dos precedentes se esta´ en condiciones de abordar de forma completamente
general la determinacio´n exacta del nu´mero de grados de libertad de un
mecanismo. Como sabemos, el nu´mero de grados de libertad es una magni-
tud constante en el tiempo e independiente de la posicio´n. Si el mecanismo
ha sido modelizado mediante las n coordenadas naturales contenidas en el
vector q, existen m ecuaciones de restriccio´n que las relacionen entre s´ı y
que constituyen el sistema de m ecuaciones Φ(q) = 0, cuya matriz jaco-
biana Φq, de taman˜o m× n regula los problemas de posicio´n, velocidad y
aceleracio´n descritos por las ecuaciones 4.51, 4.54 y 4.56, que escribimos de
forma gene´rica
Φqx = b (4.57)
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Para que dicho sistema rectangular de m ecuaciones y n inco´gnitas
tenga solucio´n u´nica, es preciso conocer algunas de las componentes del
vector de soluciones pues, de lo contrario, el sistema quedar´ıa indetermi-
nado. ¿Cua´ntas componentes se necesitan conocer?: tantas como filas haya
que an˜adir para que el sistema de ecuaciones sea resoluble. Observemos que
este concepto algebraico de “componentes que necesitamos conocer” coin-
cide con el de “nu´mero de grados de libertad”, definido como el nu´mero
mı´nimo de para´metros que especifican el movimiento del mecanismo.
Si consideramos la posibilidad de que algunas de las filas de Φq sean
linealmente dependientes, el nu´mero de filas independientes es el rango de
la matriz. Entonces, el nu´mero de componentes que hay que an˜adir es igual
al nu´mero n de inco´gnitas menos el rango de la matriz. Por tanto, el nu´mero
de grados de libertad se puede expresar como
g = n− rango(Φq) (4.58)
A diferencia del criterio de Gru¨bler, esta ecuacio´n emplea datos exclu-
sivamente nume´ricos por lo que su resultado es completamente general.
4.9. Empleo de Matlab para resolver los proble-
mas cinema´ticos
El programa Matlab es una herramienta excepcionalmente u´til para
plantear y resolver los problemas cinema´ticos de posicio´n, velocidad y ace-
leracio´n. En este apartado describiremos un sencillo ejemplo, que puede
facilitar la resolucio´n de otros problemas si se emplea como plantilla.
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Consideramos un cuadrila´tero articulado compuesto por los tres ele-
mentos de la figura 4.29. El mecanismo se modeliza mediante dos puntos
fijos A y B, y mediante tres puntos mo´viles 1, 2 y 3 y el a´ngulo ϕ. Las
longitudes de las barras son L1A = 1, L12 = 3, L13 = 2, L23 = 2, L2B = 3,
LAB = 2. Deseamos calcular la posicio´n, velocidad y aceleracio´n del punto 3
en una revolucio´n completa del a´ngulo ϕ, que cumple la ley de movimiento
ϕ = 2pit. Asimismo, deseamos realizar una animacio´n del mecanismo que
nos permita ver el movimiento de forma directa e intuitiva.
Comenzamos incluyendo las tres funciones principales del programa:
ProbPosicion, ProbVelocidad y ProbAceleracion.
ProbPosicion.m
%Resuelve el problema de posicio´n
function q = ProbPosicion
global q angDato;
%Inicializa las variables
error = 1e10;
epsilon = 1e-10;
deltaQ = zeros(7,1);
fi = zeros(7,1);
%Bucle hasta que el error sea menor que la tolerancia
while (error > epsilon),
%Extrae las coordenadas
x1=q(1); y1=q(2); x2=q(3); y2=q(4);
x3=q(5); y3=q(6); ang=q(7);
%Calcula los residuos
fi(1)= x1^2+y1^2-1;
fi(2)=(x2-x1)^2+(y2-y1)^2-9;
fi(3)=(x3-x1)^2+(y3-y1)^2-4;
fi(4)=(x2-x3)^2+(y2-y3)^2-4;
fi(5)=(x2-2)^2+y2^2-9;
fi(6)= x1-cos(ang);
fi(7)= y1-sin(ang);
fi(8)= ang - angDato;
deltaQ =-Jacob\fi; %Calcula la variacio´n de q
q = q+deltaQ; %Actualiza las posiciones
error = norm(deltaQ); %Calcula el error
end
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ProbVelocidad.m
%Resuelve el problema de velocidad
function qp = ProbVelocidad
global q qp;
%Inicializa las variables
b = zeros(8,1);
b(8) = 2*3.141592; %Introduce la velocidad del gdl
qp = Jacob\b; %Calcula la variacio´n de q
ProbAceleracion.m
%Resuelve el problema de aceleracio´n
function qpp = ProbAceleracion
global q qp qpp
%Inicializa las variables
b =zeros(8,1);
%Extrae las velocidades
x1p=qp(1); y1p=qp(2);
x2p=qp(3); y2p=qp(4);
x3p=qp(5); y3p=qp(6);
angp=qp(7);ang=q(7) ;
%Calcula el producto fiqp*qp
b(1) = 2*x1p^2 + 2*y1p^2;
b(2) = 2*(x2p-x1p)^2 + 2*(y2p-y1p)^2;
b(3) = 2*(x3p-x1p)^2 + 2*(y3p-y1p)^2;
b(4) = 2*(x2p-x3p)^2 + 2*(y2p-y3p)^2;
b(5) = 2*x2p^2 + 2*y2p^2;
b(6) = cos(ang)*angp^2;
b(7) = sin(ang)*angp^2;
b(8) = 0;
%Resuelve el sistema
qpp=-Jacob\b; %Calcula la aceleracio´n
Las tres funciones anteriores constituyen el armazo´n fundamental del
programa, aunque todav´ıa se necesitan otras tres funciones ma´s. La funcio´n
Jacob se encarga de calcular la matriz jacobiana. La funcio´n DibujaMecanismo
se encarga de la representacio´n gra´fica del cuadrila´tero articulado y se utili-
za para la animacio´n del movimiento. Finalmente, la funcio´n principal Main
organiza el resto de las funciones y controla el bucle de tiempos.
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Jacob.m
% Calcula la matriz jacobiana
function jac = Jacob
global q;
%Inicializa a cero la matriz jacobiana
jac=zeros(8,7);
%Extrae las coordenadas
x1=q(1); y1=q(2); x2=q(3); y2=q(4);
x3=q(5); y3=q(6); ang=q(7);
%Monta la matriz jacobiana
jac(1,1)= 2*x1 ; jac(1,2)= 2*y1 ;
jac(2,1)=-2*(x2-x1) ; jac(2,2)=-2*(y2-y1);
jac(2,3)= 2*(x2-x1) ; jac(2,4)= 2*(y2-y1);
jac(3,1)=-2*(x3-x1) ; jac(3,2)=-2*(y3-y1);
jac(3,5)= 2*(x3-x1) ; jac(3,6)= 2*(y3-y1);
jac(4,3)= 2*(x2-x3) ; jac(4,4)= 2*(y2-y3);
jac(4,5)=-2*(x2-x3) ; jac(4,6)=-2*(y2-y3);
jac(5,3)= 2*(x2-2) ; jac(5,4)= 2*y2 ;
jac(6,1)=1 ; jac(6,7)= sin(ang) ;
jac(7,2)=1 ; jac(7,7)=-cos(ang) ;
jac(8,7)=1;
DibujaMecanismo.m
%Dibuja el mecanismo
function DibujaMecanismo
global q;
%Limpia la pantalla
cla;
%Extrae los 3 puntos mo´viles del cuadrila´tero
x1=q(1); y1=q(2); x2=q(3); y2=q(4);
x3=q(5); y3=q(6);
%Dibuja el tria´ngulo del acoplador en rojo
fill([x1,x3,x2],[y1,y3,y2],’r’);
%Dibuja tres barras mo´viles entre las cuatro articulaciones
line([0,x1,x2,2],[0,y1,y2,0],’lineWidth’,3);
%Vacia el buffer de dibujo
drawnow;
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Main.m
%Programa principal
%Limpia la memoria
clear;
%Inicializa variables q, qp (=q_prima) y qpp (=q_segunda)
global q qp qpp
q=zeros(7,1); qp=zeros(7,1); qpp=zeros(7,1);
%Valor inicial de las coordenadas x1, y1, x2, y2, x3, y3, ang
q(1)=1; q(2)=0; q(3)=3; q(4)=1; q(5)=1.5; q(6)=3; q(7)=0;
%Establece el nu´mero de incrementos para 360o o 1 seg
numIncr=500;
%Inicializa las variables q(t), q_prima(t) y q_segunda(t)
q_t =zeros(7,numIncr+1);
qp_t =zeros(7,numIncr+1);
qpp_t =zeros(7,numIncr+1);
%Crea la figura que contendra´ la animacio´n
fig1=figure(1);
hold on;
axis([-2,5,-2,4]); %Establece los lı´mites [xmin,xmax,ymin,ymax]
axis manual; %Congela los lı´mites anteriores
axis off %Elimina el dibujo de los ejes
%Bucle de animacio´n
global angDato;
for i=0:numIncr
angDato=2*pi*(i/numIncr);
q = ProbPosicion;
qp = ProbVelocidad;
qpp = ProbAceleracion;
DibujaMecanismo;
%Almacena informacio´n
q_t (:,i+1)=q;
qp_t (:,i+1)=qp;
qpp_t(:,i+1)=qpp;
end
%Crea la figura con los plots del punto 3
fig2=figure(2);
%Plot de x3, y3
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subplot(3,2,1); plot(q_t(7,:),q_t(5,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’x3’);
subplot(3,2,2); plot(q_t(7,:),q_t(6,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’y3’);
%Plot de x3_prima, y3_prima
subplot(3,2,3); plot(q_t(7,:),qp_t(5,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’xp3’);
subplot(3,2,4); plot(q_t(7,:),qp_t(6,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’yp3’);
%Plot de x3_segunda, y3_segunda
subplot(3,2,5); plot(q_t(7,:),qpp_t(5,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’xpp3’);
subplot(3,2,6); plot(q_t(7,:),qpp_t(6,:)); xlabel(’\xi’); ylabel(’ypp3’);
Figura 4.30
El resultado obtenido al ejecutar el programa se puede ver en las dos
figuras 4.30 y 4.31. La primera muestra tres capturas de pantalla durante
la animacio´n del movimiento. En la segunda se muestran las gra´ficas con
la evolucio´n de x3, y3, x˙3, y˙3, x¨3, y¨3 con respecto al a´ngulo ϕ.
4.10. Problemas
Prob. 4.1 Modelizar con coordenadas naturales y escribir las ecuaciones
de restriccio´n de los mecanismos mostrados en la figuras 4.32-4.39:
Prob. 4.2 Para el cuadrila´tero articulado de la figura 4.40, resolver el pro-
blema instanta´neo de velocidades en la posicio´n indicada para la velocidad
ϕ˙ = 1 rad/s. Datos: xA = 0, yA = 0, xB = 7, yB = 0, x1 = 3, y1 = 4,
x2 = 7, y2 = 5.
Prob. 4.3 Hallar la velocidad y aceleracio´n instanta´neas del punto 2 del
mecanismo de la figura 4.41 para las velocidades y aceleraciones conocidas
y˙1=x˙3 = 1, y¨1=x¨3 = 1.
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Prob. 4.4 En el mecanismo de la figura 4.42, calcular el valor instanta´neo
de ω1 sabiendo que ω2 = 1 rad/s. Dato: B1 = 2.
Prob. 4.5 Los problemas de hilos inextensibles se pueden estudiar con
las coordenadas naturales. Para ello, basta con introducir dos coordenadas
relativas de distancia variable s1, s2 en cada una de las mitades en que la
polea divide al hilo y, despue´s, imponer la ecuacio´n de restriccio´n s1+s2 = k.
En el problema de la figura 4.43, obtener la velocidad instanta´nea del punto
1 cuando el punto 2 tiene velocidad v = 2 m/s.
Prob. 4.6 Se va a emplear un cable inextensible de longitud L = 3
√
2 para
suspender la carga de la figura 4.44. Los extremos del cable se amarran a
los puntos fijos A y B, mientras que en el cable se introduce la anilla 1, de
la que cuelga la carga propiamente dicha. Deslizando la anilla a izquierda o
derecha se logra desplazar la carga, situando la coordenada x1 en cualquier
punto del intervalo [xA, xB]. Se quieren emplear las coordenadas naturales
qT = {x1, y1, s1, s2} para resolver el problema de posicio´n. Para la posicio´n
conocida x1 = 1, y tomando como estimacio´n inicial de la solucio´n q(0)
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Figura 4.32 Figura 4.33
Figura 4.34 Figura 4.35
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Figura 4.38 Figura 4.39
4.10. Problemas 147
j
A B
1
2
x
y
Figura 4.40
3
2
1
L=1
45º
Figura 4.41
A B45º 45º
w2
1
w1
Figura 4.42
A
2L
3L
1
B
2 v
2L
Figura 4.43
A
B
1
s1
s2
Figura 4.44
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
148 Cap´ıtulo 4. Ana´lisis cinema´tico por me´todos nume´ricos
1
O
2w,a 45º
Figura 4.45
L=1
L=1
1 2
3A
Figura 4.46
1
2
43
O
2L
2L
L
LL
30º
Figura 4.47
A
1 2
45º
45º
v
Figura 4.48
la indicada, realizar una iteracio´n mediante el me´todo de la tangente para
obtener una aproximacio´n mejor de la solucio´n q(1). Datos: xA = 0, yA = 0,
xB = 3, yB = 1, x10 = 1, y10 = −2, s10 =
√
2, s20 = 2
√
2.
Prob. 4.7 Hallar la velocidad y aceleracio´n instanta´neas del punto 2 de
la figura 4.45, tomando como dato la velocidad de entrada ω = 2 rad/s y
α = 1 rad/s2. Datos: O1 = 50 cm, 12 = 30
√
2 cm.
Prob. 4.8 El mecanismo de la figura 4.46 consta de tres elementos mo´vi-
les unidos mediante tres articulaciones simples y una deslizadera r´ıgida.
Sabiendo que la velocidad de la deslizadera 3 es x˙3 = 3 m/s y su acele-
racio´n x¨3 = 0, calcular las velocidades y aceleraciones instanta´neas de los
puntos 1 y 2.
Prob. 4.9 El mecanismo de dos grados de libertad de la figura 4.47 consta
de cuatro barras O1, 124, 23 y O3. Si se desea que el punto 4 se mueva con
velocidad constante v4 = 3 m/s en direccio´n vertical, calcular las velocida-
des y aceleraciones instanta´neas de los puntos 1, 2 y 3.
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Prob. 4.10 El mecanismo de la figura 4.48 consta de dos elementos r´ıgidos
de longitudes LA1 =
√
2 y L12 = 2, y de un pisto´n-actuador. Resolver el
problema de velocidades para la velocidad del pisto´n v =
√
2 m/s.
Prob. 4.11 Determinar la velocidad angular instanta´nea ω1 del mecanis-
mo de la figura 4.49 sabiendo que el actuador hidra´ulico se alarga con
velocidad lineal v.
Prob. 4.12 El mecanismo de la figura 4.50 se mueve por medio de tres
actuadores lineales definidos mediante coordenadas relativas s1, s2, s3. Sa-
biendo que las velocidades instanta´neas de los actuadores son s˙1 = s˙3 = 3
y s˙2 = 1, hallar las velocidades instanta´neas de los puntos 1 y 2.
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Cap´ıtulo 5
Ana´lisis dina´mico por
me´todos nume´ricos
5.1. Introduccio´n
Por medio del ana´lisis dina´mico tratamos de encontrar las ecuaciones di-
ferenciales que gobiernan el movimiento de un mecanismo como consecuen-
cia de su velocidad inicial o de las fuerzas exteriores. La Meca´nica Cla´sica
proporciona diversos caminos para obtener dichas ecuaciones: aislando ca-
da elemento y aplica´ndoles las ecuaciones de Newton-Euler, mediante las
ecuaciones de Lagrange o empleando el Teorema de los Trabajos Virtuales.
Cualquiera que sea el camino seguido, el resultado es un conjunto de tantas
ecuaciones diferenciales ordinarias como grados de libertad.
El empleo de las coordenadas naturales no introduce ninguna variacio´n
conceptual respecto de los procedimientos ya conocidos. Simplemente apor-
ta un soporte matema´tico adecuado para dar a los procedimientos un en-
foque general y sistema´tico. Gracias a las coordenadas naturales podremos
desarrollar las ecuaciones del movimiento de cualquier sistema meca´nico,
sin importar su nu´mero de elementos, pares y grados de libertad. Como
veremos, para obtener las ecuaciones diferenciales del movimiento necesi-
taremos recurrir a las resoluciones de los problemas cinema´ticos, vistos en
el cap´ıtulo anterior. Asimismo, necesitaremos presentar algunos conceptos
sobre la integracio´n nume´rica de ecuaciones diferenciales.
La resolucio´n del ana´lisis dina´mico nos proporciona la trayectoria de los
grados de libertad z(t). Para determinar las reacciones en los pares recurri-
remos al me´todo de los multiplicadores de Lagrange, un me´todo empleado
tradicionalmente en la minimizacio´n de funciones sujetas a restricciones,
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que en este caso proporcionara´ la forma de asociar las fuerzas interiores a
las ecuaciones de restriccio´n.
5.2. Fuerzas de inercia de un elemento
Partimos de un so´lido definido mediante dos puntos i y j. Adema´s
del sistema de referencia fijo {0}, definimos un sistema de referencia {e},
cuyo origen se encuentra en el punto i y cuyo eje xe atraviesa el punto
j. Denominamos Ae a la matriz de cambio de base entre los sistemas de
referencia {e} y {0}.
Tratemos de escribir las coordenadas de una part´ıcula material de masa
dm situada en el punto P , en funcio´n de las coordenadas de los puntos i y
j. Para ello, llamando erP a las coordenadas del punto P en el sistema de
referencia {e}, podemos escribir
r = ri + Ae
erP =
{
xi
yi
}
+
1
Lij
[
(xj − xi) −(yj − yi)
(yj − yi) (xj − xi)
]{
exP
eyP
}
(5.1)
Mediante una simple reordenacio´n de te´rminos, esta expresio´n se puede
escribir en forma de producto de matriz por vector,
r =
1
Lij
[
Lij − exP eyP exP −eyP
−eyP Lij − exP eyP exP
]
xi
yi
xj
yj
 = TP qe (5.2)
donde TP es una matriz de taman˜o 2 × 4, constante en el tiempo, pero
variable de una part´ıcula a otra, y qe es el vector de coordenadas naturales
del elemento.
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Para calcular la aceleracio´n del punto P , basta con derivar dos veces la
ecuacio´n anterior con respecto al tiempo, obteniendo
r¨ = TP q¨e (5.3)
Tambie´n podemos calcular el desplazamiento virtual del punto P em-
pleando el operador virtual δ sobre la ecuacio´n 5.2,
δr = TP δqe (5.4)
La fuerza de la inercia de la part´ıcula P es sencillamente −r¨dm. El
trabajo virtual δWP producido en un desplazamiento virtual δr del punto P
se calculara´ mediante el producto escalar de la fuerza por el desplazamiento,
obteniendo
δWP = −δrT r¨ dm = −δqTe TTP TP q¨e dm (5.5)
Para calcular el trabajo virtual de todo el elemento, deberemos sumar
los trabajos virtuales de todas las part´ıculas del volumen V del so´lido,
mediante la integral
δW einer =
∫
V
δWP = −
∫
V
δqTe T
T
P TP q¨e dm (5.6)
En esta ecuacio´n los te´rminos δqe y q¨e no var´ıan de una part´ıcula a
otra, pues contienen las coordenadas de los puntos i y j, por lo que podemos
sacarlos fuera de la integral,
δW einer = −δqTe
(∫
V
TTP TP dm
)
q¨e (5.7)
El pare´ntesis representa una matriz sime´trica de taman˜o 4 × 4, que
multiplica al vector q¨e. El resultado de dicho producto es un vector de 4×1
que expresa las fuerzas de inercia del elemento mediante las coordenadas
naturales. Por el sentido f´ısico del pare´ntesis, que es el de una masa, recibe
el nombre de matriz de masas del elemento, que denominaremos Me, y
cuya expresio´n es
Me =
∫
V
TTP TP dm (5.8)
Con la ayuda de la ecuacio´n 5.2, que contiene la expresio´n expl´ıcita de
la matriz TP , podemos expandir la ecuacio´n anterior y obtener la expresio´n
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expl´ıcita de la matriz de masas del elemento. Operando y realizando algunas
simplificaciones que omitimos, se obtiene finalmente:
Me =

M + a− 2bx 0 bx − a −by
M + a− 2bx by bx − a
a 0
sim. a
 (5.9)
con
a =
Ii
L2ij
bx =
M exG
Lij
by =
M eyG
Lij
(5.10)
M =
∫
V
dm (5.11)
Ii =
∫
V
(ex2P +
ey2P ) dm (5.12)
exG =
1
M
∫
V
exP dm
eyG =
1
M
∫
V
eyP dm (5.13)
siendo Lij la longitud entre los puntos i y j, M la masa del elemento,
exG,
eyG las coordenadas del centro de gravedad en el sistema de referencia {e},
e Ii el momento del inercia del elemento con respecto del punto i.
Finalmente, podemos escribir abreviadamente el trabajo virtual de las
fuerzas de inercia de un elemento como
δW einer = −δqTe Me q¨e (5.14)
Ejemplo 5.1 Calcular la matriz de masas Me del elemento de la figura
5.2, consistente en una barra de longitud L y masa M uniformemente dis-
tribuida, modelizada mediante dos puntos 1 y 2 situados en los extremos de
la barra.
En primer lugar, situamos el sistema de referencia {e} en el punto 1 y
5.3. Fuerzas de inercia de un mecanismo 155
dibujamos el eje xe apuntando hacia el punto 2. En este caso:
exG =
L
2
eyG = 0
I1 =
ML2
3
Sustituyendo estas ecuaciones en la expresio´n general de la matriz de
masas 5.9, se obtiene:
Me =
M
6

2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2

5.3. Fuerzas de inercia de un mecanismo
Un mecanismo esta´ compuesto por mu´ltiples elementos unidos entre
s´ı mediante pares cinema´ticos. Para hallar el trabajo virtual de todas las
fuerzas de inercia de un mecanismo durante un desplazamiento virtual ar-
bitrario, podemos sumar le trabajo virtual de cada elemento, expresado en
la ecuacio´n 5.14,
δWiner =
∑
e
δW einer = −
∑
e
δqTe Me q¨e (5.15)
Esta ecuacio´n contiene un sumatorio extendido a cada elemento del
mecanismo en el que aparecen los vectores qe de coordenadas naturales de
cada elemento. Mediante una simple reordenacio´n algebraica de los te´rmi-
nos, podemos transformar dicha ecuacio´n, eliminando el sumatorio, para
reescribir el trabajo virtual de las fuerzas de inercia en funcio´n del vector
q de coordenadas naturales de todo el mecanismo,
δWiner = −δqT M q¨ (5.16)
El proceso de reordenacio´n anterior se conoce comu´nmente como en-
samblado de la matriz de masas, y consiste en generar la matriz de masas
del mecanismo a partir de las matrices de masas de los elementos que lo
componen. Una justificacio´n completamente general de este proceso con-
lleva cierta complejidad, por lo que se ha optado por explicarlo mediante
ejemplos sencillos.
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Comencemos con el mecanismo de la figura 5.3, compuesto por dos
barras articuladas de longitud L y masa M uniformemente distribuida. El
mecanismo se modeliza mediante los puntos 1, 2 y 3. Al elemento 1 le
corresponden los puntos 1 y 2, mientras que al elemento 2 le corresponden
los puntos 2 y 3.
El trabajo virtual de las fuerzas de inercia del mecanismo es la suma de
los trabajos virtuales de los dos elementos,
δWiner = δW
1
iner + δW
2
iner =
=
M
6
{
δx1 δy1 δx2 δy2
}
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2


x¨1
y¨1
x¨2
y¨2
+
+
M
6
{
δx2 δy2 δx3 δy3
}
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2


x¨2
y¨2
x¨3
y¨3
 (5.17)
Podemos reescribir la ecuacio´n empleando el vector ri para referirnos
a las coordenadas xi, yi de los puntos 1 y 2, y empleando las submatrices
Meij para referirnos a la particio´n 2× 2 de la matriz de masas del elemento
e correspondiente a la fila del punto i y la columna del punto j.
δWiner =
{
δrT1 δr
T
2
}[M111 M112
M121 M
1
22
]{
r¨1
r¨2
}
+
+
{
δrT2 δr
T
3
}[M222 M223
M232 M
2
33
]{
r¨2
r¨3
}
=
= δrT1 (M
1
11r¨1 + M
1
12r¨2)+
+ δrT2 (M
1
21r¨1 + M
1
22r¨2 + M
2
22r¨2 + M
2
23r¨3)+
+ δrT3 (M
2
32r¨2 + M
2
33r¨3) (5.18)
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Finalmente, podemos reordenar todos los te´rminos y escribir una ecua-
cio´n en la que aparezca q como u´nico vector de coordenadas naturales,
δWiner =
{
δrT1 δr
T
2 δr
T
3
}
M111r¨1 + M
1
12r¨2
M121r¨1 + M
1
22r¨2 + M
2
22r¨2 + M
2
23r¨3
M232r¨2 + M
2
33r¨3
 =
=
{
δrT1 δr
T
2 δr
T
3
}M111 M112 0M121 M122 + M222 M223
0 M232 M
2
33

r¨1
r¨2
r¨3
 =
=
{
δrT1 δr
T
2 δr
T
3
}M
6

2 0 1 0 0 0
0 2 0 1 0 0
1 0 4 0 1 0
0 1 0 4 0 1
0 0 1 0 2 0
0 0 0 1 0 2


r¨1
r¨2
r¨3
 =
= δqTMq¨ (5.19)
Como se puede comprobar, la matriz de masas del mecanismo se ha
obtenido distribuyendo las submatrices de cada punto en la matriz global
del mecanismo. Cuando dos submatrices de elementos diferentes se super-
ponen, por corresponderles la misma posicio´n en la matriz de masas global,
ambas submatrices se suman. El proceso puede generalizarse sin dificultad.
Para calcular la matriz de masas de un mecanismo, se obtienen en primer
lugar las matrices de masas de cada elemento, seguidamente se identifican
las submatrices de cada punto y, finalmente, se ensamblan las submatrices
en la matriz global, sumando aque´llas en las que se produzca superposicio´n.
Ejemplo 5.2 Calcular la matriz de masas del mecanismo de la figura 5.4,
sabiendo que los cuatro elementos son barras de masa uniformemente dis-
tribuida.
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Puesto que los cuatro elementos tienen masa distribuida y esta´n modeli-
zados con puntos en sus extremos, se puede aplicar la expresio´n del ejemplo
5.1, obteniendo:
M1 =
M
6
A 1
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 A
1
M2 =
M
6
B 2
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 B
2
M3 =
M
6
C 3
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 C
3
M4 =
M
3
1 3
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 1
3
expresio´n en la que se indican el punto a que corresponden las filas y co-
lumnas.
El ensamblado de la matriz de masas requiere distribuir estas 16 sub-
matrices en la matriz de masas global. Omitiendo las submatrices que co-
rresponden a puntos fijos, resulta
M =
M111 +M411 0 M4130 M222 0
M431 0 M
3
33 +M
4
33

Y, operando, se obtiene finalmente
M =
M
6
1 2 3
6 0 0 0 2 0
0 6 0 0 0 2
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
2 0 0 0 6 0
0 2 0 0 0 6

1
2
3
Ejemplo 5.3 Calcular la matriz de masas del mecanismo biela-manivela
de la figura 5.5, compuesto por tres elementos: la manivela (elemento 1)
tiene forma circular de radio R y masa M uniformemente distribuida; la
biela (elemento 2), es una barra de masa M uniformemente distribuida; la
deslizadera (elemento 3) tiene masa M .
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El vector de coordenadas naturales q esta´ compuesto por las cuatro coor-
denadas de los puntos 1 y 2, es decir, x1, y1, x2, y2. Puesto que el meca-
nismo tiene un u´nico grado de libertad, sera´n precisas tres ecuaciones de
restriccio´n: a) distancia constante entre los puntos A y 1; b) distancia cons-
tante entre los puntos 1 y 2; c) coordenada y2 = 0.
Una opcio´n alternativa consiste tomar un vector q que so´lo incluya las
coordenadas x1, y1, x2, aprovechando que y2 = 0, por lo que no constituye
una inco´gnita. En este caso, sera´ suficiente con imponer las dos primeras
ecuaciones de restriccio´n. Para obtener la matriz de masas adoptaremos es-
ta eleccio´n de coordenadas, por lo que la matriz de masas M tendra´ taman˜o
3× 3. Las matrices de masas de los tres elementos son las siguientes:
M1 = M
A 1
3 0 −1 0
0 3 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1
 A
1
M2 =
M
6
1 2
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 1
2
M3 = M
2[
1 0
0 1
]
2
La matriz M1 se obtiene particularizando para el elemento 1 la ex-
presio´n general de la matriz de masas de la ecuacio´n 5.9, con masa 2M ,
longitud Lij = R, momento de inercia Ii = MR
2, y posicio´n del centro de
gravedad exG =
eyG = 0. La matriz M3 es trivial, ya que el elemento 3
puede considerarse una masa puntual y el trabajo virtual de las fuerzas de
inercia se escribe directamente como
δW 3iner = −
{
δx2 δy2
} [ 1 0
0 1
]{
x¨2
y¨2
}
Para ensamblar la matriz de masas del mecanismo, debemos distribuir
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
160 Cap´ıtulo 5. Ana´lisis dina´mico por me´todos nume´ricos
{0}
xe
ri
r
erp
Pye
y0
x0
j
i
Fdr
Figura 5.6
las submatrices correspondiente a las filas y columnas del vector q. Operan-
do, se obtiene
M =
M
6
x1 y1 x2 8 0 10 8 0
1 0 8
 x1y1
x2
5.4. Fuerzas exteriores puntuales
Consideramos una fuerza puntual F actuando sobre una part´ıcula ma-
terial P del elemento e, como se muestra en la figura 5.6. El trabajo virtual
producido por F en un desplazamiento virtual arbitrario δr se obtiene me-
diante el producto escalar de los dos vectores,
δWF = δr
T F (5.20)
Anteriormente, en la ecuacio´n 5.4, hemos calculado el valor del des-
lazamiento δr en funcio´n de las coordenadas naturales del elemento qe.
Sustituyendo,
δWF = δq
T
e T
T
P F = δq
T
e QF (5.21)
donde el vector QF se denomina fuerza generalizada, y de acuerdo con la
ecuacio´n 5.2, toma el valor
QF = T
T
P F =
1
Lij

Lij − exP −eyP
eyP Lij − exP
exP
eyP
−eyP exP
{FxFy
}
(5.22)
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Un caso particular es la fuerza de la gravedad, en que la fuerza F se
encuentra aplicada en el centro de gravedad del elemento, y toma el valor
F =
{
0
−Mg
}
(5.23)
Tambie´n es frecuente el caso en que existan muelles o amortiguado-
res actuando en uno ma´s de los elementos del mecanismo. Esta situacio´n
se puede tratar incluyendo fuerzas iguales y de signo opuesto, cada una
actuando sobre uno de los extremos de los muelles o amortiguadores.
5.5. Fuerzas introducidas por los actuadores
La funcio´n de los actuadores es proporcionar fuerzas exteriores para
gobernar el movimiento del mecanismo. Pueden ser de dos tipos: lineales o
angulares. Los actuadores lineales introducen fuerzas F iguales y de signo
opuesto entre sus dos puntos de anclaje, de forma ana´loga a los muelles
(figura 5.7); a diferencia de e´stos, que son elementos internos, los actuado-
res producen una fuerza generada por una fuente de energ´ıa externa, que
produce una ley de control pre-establecida. Los actuadores angulares fun-
cionan de forma ana´loga, pero en lugar de fuerzas introducen momentos
τ , iguales y de signos opuestos entre dos elementos del mecanismo (figura
5.8).
Para calcular el trabajo virtual producido por F o τ , es recomendable
definir coordenadas relativas lineales (s) o angulares (ϕ), segu´n correspon-
da. En el caso del actuador lineal, el trabajo virtual se calcula como el
producto del mo´dulo de la fuerza F por el desplazamiento virtual de la
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distancia s,
δWF = F δs (5.24)
Por su parte, el trabajo virtual del actuador angular se obtiene mediante
el producto del momento τ por el desplazamiento virtual del a´ngulo ϕ,
δWτ = τ δϕ (5.25)
5.6. Ensamblado del vector de fuerzas generaliza-
das
En un mecanismo pueden actuar numerosas fuerzas exteriores de los ti-
pos descritos en los apartados anteriores. El trabajo virtual de todas ellas se
calculara´ sumando los trabajos virtuales de cada una de las fuerzas. Ana´lo-
gamente a lo visto en el apartado 5.3 para las fuerzas de inercia, la suma
de las fuerzas generalizadas es equivalente al ensamblado de los vectores
particulares de cada fuerza generalizada para constituir un u´nico vector
Q. Llamando nF al nu´mero de fuerzas generalizadas exteriores, podemos
escribir la expresio´n
δWFext =
∑
nF
δWF = δq
T Q (5.26)
Para comprender mejor el proceso de ensamblado del vector Q, recurri-
mos al ejemplo de la figura 5.9, compuesto por dos barras r´ıgidas de masa
M1 y M2 uniformemente distribuida, y articuladas en el punto 2. Pues-
to que los pesos actu´an en los centros de gravedad de cada elemento, que
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coinciden con los centros geome´tricos de las barras, se puede escribir
Q1 = T
T
P F =

1/2 0
0 1/2
1/2 0
0 1/2
{ 0−M1g
}
=

0
−M1g/2
0
−M1g/2

1
2
(5.27)
Q2 = T
T
P F =

1/2 0
0 1/2
1/2 0
0 1/2
{ 0−M2g
}
=

0
−M2g/2
0
−M2g/2

2
3
(5.28)
Ensamblando los dos vectores Q1 y Q2 en un u´nico vector Q de fuerzas
generalizadas del mecanismo, se obtiene:
Q =

0
−M1g/2
0
−(M1 +M2)g/2
0
−M2g/2

1
2
3
(5.29)
Este proceso puede generalizarse fa´cilmente para cualquier tipo de fuer-
za exterior. El concepto es siempre el mismo: primero se forma el vector
particular de cada fuerza generalizada, y despue´s se ensamblan en el vector
global, encaja´ndolos en las posiciones correspondientes a las coordenadas
afectadas. Cuando dos o ma´s te´rminos coincidan en una misma posicio´n,
se suman.
5.7. Ecuaciones del movimiento en coordenadas
independientes
Del teorema de los trabajos virtuales sabemos que
δWiner + δWext = 0 (5.30)
En los apartados anteriores hemos calculado las expresiones de δWiner
y δWext en funcio´n del vector q. Sustituyendo las expresiones 5.16 y 5.26,
se obtiene
−δqTMq¨ + δqTQ = 0 (5.31)
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Cambiando de signo y sacando factor comu´n,
δqT (Mq¨−Q) = 0 (5.32)
No podemos concluir que el pare´ntesis sea nulo, debido a que las compo-
nentes de q son variables dependientes, relacionados entre s´ı por las ecuacio-
nes de restriccio´n. Para justificar esta afirmacio´n, consideremos un ejemplo
de dos dimensiones en que las ecuaciones anteriores se particularizan arbi-
trariamente con los siguientes valores:{
δx δy
}([ 2 1
1 2
]{
x¨
y¨
}
−
{
1
1
})
= 0 (5.33)
y supongamos que las dos variables x, y esta´n relacionadas mediante la
ecuacio´n
y = 2x (5.34)
Precisamente porque esta relacio´n existe, la ecuacio´n 5.33 puede anu-
larse sin necesidad de que el pare´ntesis sea nulo. Concretamente, cuando
el pare´ntesis toma el valor {−2 1}T o cualquier mu´ltiplo de e´l, se verifi-
cara´ que{
δx δy
}{−2
1
}
= −2δx+ δy = 0 (5.35)
ecuacio´n que siempre es nula en virtud de la relacio´n 5.34.
A la vista de que no podemos eliminar los desplazamientos virtuales por
no ser independientes, trataremos de reducir el nu´mero de variables hasta
que su nu´mero coincida con el nu´mero de grados de libertad del mecanismo.
Llamaremos z al vector de coordenadas independientes, de dimensio´n g ×
1, obtenido extrayendo tantas componentes del vector q como grados de
libertad.
Conocido el vector z podemos obtener el vector q resolviendo el pro-
blema de posicio´n. Por tanto, podemos pensar en q como una funcio´n del
vector z, escribiendo
q = f(z) (5.36)
Derivando respecto al tiempo,
q˙ =
∂f
∂z
z˙ =

∂f1
∂z1
· · · ∂f1∂zg
...
. . .
...
∂fn
∂z1
· · · ∂fn∂zg
 z˙ = R z˙ (5.37)
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donde R es una matriz de taman˜o n× g, y representa la matriz jacobiana
de la funcio´n vectorial f respecto de z. La ecuacio´n anterior demuestra que,
para una posicio´n dada, la relacio´n existente entre q˙ y z˙ es lineal.
Sabemos que los desplazamientos virtuales satisfacen las mismas ecua-
ciones que las velocidades. Entonces, podemos escribir una ecuacio´n ana´loga
a la 5.37,
δq = R δz (5.38)
Sustituyendo en 5.32, se obtiene
δzTRT (Mq¨−Q) = 0 (5.39)
Pero en esta ecuacio´n los desplazamientos virtuales δz son arbitrarios e
independientes, por lo que debe cumplirse
RT (Mq¨−Q) = 0 (5.40)
o bien,
RTMq¨ = RTQ (5.41)
Ahora debemos sustituir el vector q¨ por z¨, y para ello derivamos la
ecuacio´n 5.37,
q¨ =
d(Rz˙)
dt
= Rz¨ + R˙z˙ (5.42)
Sustituyendo este valor en la ecuacio´n 5.41, se obtiene finalmente
RTMRz¨ = RTQ−RTMR˙z˙ (5.43)
Esta expresio´n representa un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden, que rigen el movimiento del mecanismo. Las di-
mensiones de los distintos vectores y matrices se pueden apreciar de forma
ma´s intuitiva en la figura 5.10.
RT
M R
RT RT
M
z
..
Q= - Rz
. .
n
g
Figura 5.10
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Ya hemos visto anteriormente co´mo calcular la matriz de masas M y
el vector de fuerzas generalizadas Q. Ahora veremos co´mo calcular en la
pra´ctica la matriz R y el vector R˙z˙.
Para calcular la matriz R recurrimos a la ecuacio´n 5.37, que reprodu-
cimos a continuacio´n,
q˙ = Rz˙ (5.44)
De entre todos los vectores z˙ posibles, escojamos arbitrariamente aque´l
que tiene todas sus componentes nulas, excepto la primera, que toma valor
unidad, es decir, z˙ = {1 0 · · · 0}T . Con esta eleccio´n particular, podemos
realizar el producto Rz˙, indicando cada una de las g columnas de la matriz
R mediante un super´ındice,
q˙ =
[
R1 R2 · · · Rg ]

1
0
...
0
 = R
1 (5.45)
Podemos interpretar este resultado diciendo que R1, primera columna
de la matriz R, es el vector q˙ correspondiente a las velocidades de los grados
de libertad z˙ = {1 0 · · · 0}T . El proceso de calcular el vector q˙ para un vector
z˙ dado constituye el problema cinema´tico de velocidad, cuya resolucio´n ya
se ha abordado.
El razonamiento anterior es fa´cilmente generalizable: para calcular Ri,
columna i de la matriz R, deberemos resolver el problema de velocidad con
un vector z˙ tal que z˙i = 1 y z˙j = 0, ∀j 6= i. Repitiendo g veces este proceso,
se obtendra´n todas las columnas de R.
Para calcular el producto R˙z˙ recurrimos a la ecuacio´n 5.42, que esta-
blece
q¨ = Rz¨ + R˙z˙ (5.46)
En el caso particular en que z¨ = 0, se observa que el producto R˙z˙
coincide exactamente con el vector de aceleraciones q¨. Por tanto, el pro-
ducto R˙z˙ representa f´ısicamente la aceleracio´n del mecanismo debida a la
velocidad, que es suma de los te´rminos centr´ıfugos y de Coriolis.
En te´rminos pra´cticos, para calcular R˙z˙ necesitamos hallar la acelera-
cio´n q¨ correspondiente a z¨ = 0. Como se recordara´, al proceso de calcular
q¨ conocido el vector z¨ lo denominamos problema cinema´tico de aceleracio´n,
y su resolucio´n ha sido ya estudiada. Por tanto, el problema de calcular el
vector R˙z˙ se reduce a resolver un problema de aceleracio´n.
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Ejemplo 5.4 Calcular la aceleracio´n instanta´nea del mecanismo biela-manivela
de la figura 5.11, suponiendo que se encuentra en un plano horizontal
y que se deja evolucionar libremente con velocidad angular instanta´nea
ϕ˙ = 2 rad/s. Las dos barras tienen masa m uniformemente distribuida.
Empleando como coordenadas naturales el vector qT = {x1 y1 x2 ϕ},
las ecuaciones de restriccio´n y su correspondiente matriz jacobiana (parti-
cularizada para la posicio´n instanta´nea), sera´n:
Φ =

(x1 − xA)2 + (y1 − yA)2 − 2
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − 2
x1 −
√
2 cosϕ

Y la matriz jacobiana,
Φq =
 2(x1 − xA) 2(y1 − yA) 0 0−2(x2 − x1) −2(y2 − y1) 2(x2 − x1) 0
1 0 0
√
2 senϕ

que particularizada para la posicio´n indicada, resulta
Φq =
 2 2 0 0−2 2 2 0
1 0 0 1

Para calcular la matriz R debemos realizar sucesivos ana´lisis de veloci-
dades dando valor unitario a cada grado de libertad y cero a los dema´s. Co-
mo en este caso tenemos un solo grado de libertad, la matriz R tendra´ una
u´nica columna, que obtendremos mediante un ana´lisis de velocidad con va-
lor ϕ˙ = 1 rad/s. Conviene resaltar que e´ste no es el valor real de la velocidad
(el enunciado dice que la velocidad es ϕ˙ = 2 rad/s) sino un valor ficticio
que empleamos con la u´nica finalidad de calcular la matriz R. Para ello,
emplearemos la ecuacio´n
Φq q˙
∗ = −Φt = 0
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en la que empleamos el super´ındice “*” para indicar que se trata de velo-
cidades ficticias. Al sistema de ecuaciones anterior le que an˜adiremos la
ecuacio´n ϕ˙∗ = 1 como una fila adicional para introducir el valor conocido
de la velocidad. Con ello,
2 2 0 0
−2 2 2 0
1 0 0 1
0 0 0 1


x˙∗1
y˙∗1
x˙∗2
ϕ˙∗
 =

0
0
0
1

La solucio´n de este sistema nos proporciona el valor de la matriz R:
R =

x˙∗1
y˙∗1
x˙∗2
ϕ˙∗
 =

−1
1
−2
1

A continuacio´n podemos calcular las velocidades reales del mecanismo
mediante la expresio´n q˙ = Rz˙, resultando
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
ϕ˙
 =

−1
1
−2
1
 2 =

−2
2
−4
2
︸ ︷︷ ︸
R
︸︷︷︸
z˙
Seguidamente, calculamos el te´rmino R˙z˙, que se obtiene mediante un
ana´lisis de aceleraciones con z¨ = 0, es decir con ϕ¨ = 0. Resaltamos de
nuevo que dicha aceleracio´n es ficticia, ya que el valor de ϕ¨ es descono-
cido (precisamente es lo que se pide en el enunciado). Para el ana´lisis de
aceleraciones empleamos la ecuacio´n:
Φq q¨
∗ = −Φ˙q q˙
a la que an˜adiremos la ecuacio´n ϕ¨∗ = 0 como fila adicional, para introducir
el valor conocido de la aceleracio´n. Desarrollando las ecuaciones, obtene-
mos
2 2 0 0
−2 2 2 0
1 0 0 1
0 0 0 1


x¨∗1
y¨∗1
x¨∗2
ϕ¨∗
 = −

2x˙21 + 2y˙
2
1
2(x˙2 − x˙1)2 + 2(y˙2 − y˙1)2√
2 cosϕ ϕ˙2
0
 = −

16
16
4
0

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Y resolviendo estas ecuaciones, obtenemos
R˙z˙ =

x¨∗1
y¨∗1
x¨∗2
ϕ¨∗
 =

−4
−4
−8
0

La matriz de masas M se obtiene ensamblando las matrices de masas
de los dos elementos, como se ha mostrado en el apartado 5.3. Segu´n se ha
visto, las matrices de cada elemento son:
M1 =
M
6
A 1
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 A
1
M2 =
M
6
1 2
2 0 1 0
0 2 0 1
1 0 2 0
0 1 0 2
 1
2
Y la matriz de masas del mecanismo resulta:
M =
M
6
x1 y1 x2 ϕ
4 0 1 0
0 4 0 0
1 0 2 0
0 0 0 0

x1
y1
x2
ϕ
El vector Q de fuerzas generalizadas es nulo, ya que no actu´an fuer-
zas exteriores (el peso no actu´a porque el mecanismo se halla en un plano
horizontal).
Sustituyendo los te´rminos anteriores en la ecuacio´n diferencial del mo-
vimiento 5.43 particularizada para el instante actual, tenemos:
RTMR =
{−1 1 −2 1}M
6

4 0 1 0
0 4 0 0
1 0 2 0
0 0 0 0


−1
1
−2
1
 =
10
3
M
RTMR˙z˙ =
{−1 1 −2 1}M
6

4 0 1 0
0 4 0 0
1 0 2 0
0 0 0 0


−4
−4
−8
0
 = −8M
RTQ = 0
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y, finalmente, se obtiene:
10
3
Mϕ¨ = −8M
de donde se deduce la solucio´n
ϕ¨ = −12
5
5.8. Integracio´n nume´rica de las ecuaciones del
movimiento
Hemos visto que las ecuaciones del movimiento se describen matema´ti-
camente mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, no li-
neales y de segundo orden. En este apartado revisaremos brevemente al-
gunos conceptos ba´sicos para resolver nume´ricamente las ecuaciones dife-
renciales. Puesto que las fo´rmulas habituales de integracio´n nume´rica esta´n
pensadas para sistemas de primer orden de la forma y˙ = f(y, t), sera´ preciso
reducir previamente el orden de nuestro sistema de ecuaciones, pasando de
segundo a primer orden.
5.8.1. Reduccio´n del orden de las ecuaciones diferenciales
del movimiento
Todo sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden puede ser
transformado en otro de primer orden duplicando el nu´mero de ecuaciones
y de inco´gnitas. En nuestro caso, necesitamos reducir el orden del sistema
de g ecuaciones diferenciales dado por la expresio´n 5.43, que reproducimos
a continuacio´n,
RTMRz¨ = RTQ−RTMR˙z˙ (5.47)
A estas g ecuaciones, podemos an˜adirles otras g nuevas ecuaciones tri-
viales para obtener el siguiente sistema ampliado,[
RTMR 0
0 I
]{
z¨
z˙
}
=
{
RTQ−RTMR˙z˙
z˙
}
(5.48)
Ahora, definimos el vector y, de taman˜o 2g × 1
y =
{
y1
y2
}
=
{
z˙
z
}
(5.49)
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en el que y1 equivale a z˙, e y2 equivale z. Teniendo en cuenta que las
matrices R y M dependen exclusivamente de z, y que los vectores Q y
R˙z˙ dependen de z y z˙, podemos concluir que cada te´rmino de la ecuacio´n
5.49 depende de y, puesto que dicho vector ya incluye a z y z˙. Con estas
consideraciones, y despejando de la ecuacio´n anterior, se obtiene,
y˙ =
{
y˙1
y˙2
}
=
[
RTMR 0
0 I
]−1{
RTQ−RTMR˙z˙
y1
}
= f(y, t) (5.50)
que representa un sistema de 2g ecuaciones diferenciales de primer orden.
A este sistema podemos aplicarle cualquiera de los me´todos de integracio´n
nume´rica descritos en la bibliograf´ıa, e incluidos en programas de ca´lculo
matema´tico como Maple o Matlab.
5.8.2. Me´todos de integracio´n expl´ıcitos e impl´ıcitos
Los me´todos de integracio´n nume´rica tratan de hallar una solucio´n dis-
creta aproximada del sistema de ecuaciones diferenciales, cuya solucio´n
exacta es continua. Dichos me´todos se clasifican en expl´ıcitos e impl´ıci-
tos. Para entender la diferencia entre ambos podemos recurrir al me´todo
de integracio´n de Euler, el ma´s sencillo de todos ellos. Consideremos la
ecuacio´n de una variable
y˙ = f(y, t) (5.51)
Llamamos yn al valor de la funcio´n en el instante tn, es decir, yn = y(tn),
y denominamos h a la diferencia tn+1−tn. En el me´todo de Euler expl´ıcito, a
partir el valor de yn aproximamos la solucio´n en yn+1 empleando la derivada
en tn,
yn+1 = yn + f(yn, tn)h (5.52)
cuya interpretacio´n geome´trica se muestra en la figura 5.12.
El me´todo de Euler impl´ıcito aproxima la solucio´n en yn+1 utilizando
la derivada en tn+1,
yn+1 = yn + f(yn+1, tn+1)h (5.53)
con la interpretacio´n geome´trica de la figura 5.13. El me´todo de Euler
impl´ıcito requiere resolver esta u´ltima ecuacio´n iterativamente, ya que el
valor de yn+1 aparece a ambos lados de la ecuacio´n sin que, en general, sea
posible despejarla. Normalmente, los me´todos expl´ıcitos son ma´s fa´ciles de
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programar pero adolecen de falta de estabilidad. Por ello, es frecuente tener
que recurrir a los me´todos impl´ıcitos.
Matlab dispone de diversas funciones para resolver sistemas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias: ode23, ode45, ode113, ode15s, ode23s, ode23t,
ode23tb. Cada una de ellas implementa distintas fo´rmulas de integracio´n,
y esta´n ma´s indicadas para ciertos tipos de problemas. Las funciones ode45
y ode113 suelen ser una buena eleccio´n para muchos problemas meca´nicos
de taman˜os pequen˜o y mediano.
5.9. Cambio de coordenadas independientes
En el apartado 5.7 hemos definido el vector z como una extraccio´n de g
componentes de q. Si se ha realizado una buena eleccio´n, las componentes
de z constituyen los grados de libertad del mecanismo, por lo que definen
su posicio´n. Sin embargo, a medida que el movimiento del mecanismo hace
cambiar su posicio´n, los grados de libertad pueden volverse inservibles.
Por ejemplo, en la figura 5.14 la eleccio´n de y1 como grado de libertad
es adecuada inicialmente, pero cuando el cuadrila´tero alcanza la posicio´n
de la figura 5.15, la coordenada y1 no sirve como grado de libertad. Al
encontrarse la barra en posicio´n vertical y˙1 debe ser siempre nulo, por
lo que no proporciona ninguna informacio´n sobre el movimiento real del
sistema.
Cuando las coordenadas independientes se vuelven inservibles es preciso
cambiarlas. En el ejemplo anterior, cuando la barra se encuentra vertical
podemos sustituir y1 por la coordenada x1. En el caso ma´s general, la
seleccio´n de un conjunto de grados de libertad adecuado no siempre es
tarea sencilla, especialmente en los mecanismos tridimensionales.
El cambio de coordenadas independientes se puede evitar casi siempre
escogiendo grados de libertad va´lidos para todo el rango del movimiento,
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lo que habitualmente se consigue mediante coordenadas relativas de a´ngulo
o de distancia.
Conviene sen˜alar que el mero hecho de escoger coordenadas relativas
como grados de libertad no garantiza su validez en todo el rango de movi-
miento. En ciertos problemas, la necesidad de cambiar los grados de libertad
es inherente el propio problema, por lo que es inevitable. Por ejemplo, en
un cuadrila´tero articulado con movimiento de doble balanc´ın, los topes del
movimiento obligan al cambio de coordenadas independientes. En la figura
5.16 el a´ngulo ϕ es va´lido como grado de libertad, pero al alcanzar la posi-
cio´n de la figura 5.17 se vuelve inservible. Lo contrario le ocurre al a´ngulo
θ.
5.10. Ecuaciones del movimiento en coordenadas
dependientes
Segu´n hemos visto, la aplicacio´n del teorema de los trabajos virtuales
con coordenadas naturales conduce a la expresio´n
δqT (Mq¨−Q) = 0 (5.54)
Sabemos que de esta ecuacio´n no podemos eliminar los desplazamien-
tos virtuales δq, por no ser independientes. Una primera alternativa, recie´n
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vista, consiste en convertir las coordenadas en independientes. Otra al-
ternativa –que veremos en este apartado– consiste en emplear la te´cnica
matema´tica de los multiplicadores de Lagrange, estudiada en Ca´lculo para
la minimizacio´n de funciones sujetas a restricciones.
Partimos de las m ecuaciones de restriccio´n que representa´bamos me-
diante la expresio´n
Φ(q) = 0 (5.55)
Consideramos un desplazamiento virtual arbitrario δq, compatible con
los enlaces, que provoca una variacio´n Φ en las ecuaciones de restriccio´n,
δΦ =
∂Φ
∂q
δq = Φq δq = 0 (5.56)
An˜adamos ahora a la ecuacio´n 5.54 un te´rmino adicional de valor nulo,
resultado de multiplicar escalarmente el vector δΦ por un vector λ arbitra-
rio, de taman˜o m× 1, denominado vector de multiplicadores de Lagrange,
δqT (Mq¨−Q) + δΦTλ = 0 (5.57)
Sustituyendo en ella la ecuacio´n 5.56, se obtiene
δqT (Mq¨−Q + ΦTqλ) = 0 (5.58)
En esta ecuacio´n, el vector δq sigue sin poder ser eliminada por el mis-
mo motivo que antes, pues sus componentes son dependientes. Pero algo
ha cambiado: ahora tenemos un vector λ arbitrario cuyas componentes
podemos escoger segu´n convenga. Pues bien, de los infinitos vectores posi-
bles escogeremos, precisamente, aque´l que obligue al pare´ntesis a ser nulo,
cualquiera que sea el vector δq. Con ello, conseguimos eliminar el vector
δq aunque sus componentes sean dependientes, a costa de optar por una
eleccio´n concreta del vector λ.
Expliquemos este proceso mediante el ejemplo de dos dimensiones visto
anteriormente. Consideramos el sistema descrito por la ecuacio´n
{
δx δy
}([ 2 1
1 2
]{
x¨
y¨
}
−
{
1
1
})
= 0 (5.59)
sujeto a la restriccio´n
φ = y − 2x = 0 (5.60)
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La matriz jacobiana es,
φq =
[
∂φ
∂x
∂φ
∂y
]
=
[−2 1 ] (5.61)
An˜adiendo el producto δΦTλ a la ecuacio´n 5.59, obtenemos
{
δx δy
}([ 2 1
1 2
]{
x¨
y¨
}
−
{
1
1
}
+
{−2
1
}
λ
)
= 0 (5.62)
Operando,
δx(2x¨+ y¨ − 1− 2λ) + δy(x¨+ 2y¨ − 1 + λ) = 0 (5.63)
Debido a que δx y δy esta´n relacionados, no podemos afirmar que los dos
pare´ntesis sean nulos para cualquier desplazamiento virtual. Ahora bien,
podemos escoger un valor de λ arbitrario y, por conveniencia, tomamos
el valor que anula el segundo pare´ntesis, es decir, λ=1 − x¨ − 2y¨. Con esta
eleccio´n, el primer pare´ntesis tiene que ser forzosamente nulo, ya que el des-
plazamiento virtual δx es arbitrario. Es decir, al introducir el multiplicador
de Lagrange podemos eliminar los desplazamientos virtuales dependientes,
siempre y cuando la eleccio´n de λ sea la apropiada.
Consecuentemente, podemos eliminar el te´rmino δq de la ecuacio´n 5.58,
obteniendo
Mq¨−Q + ΦTqλ = 0 (5.64)
que representa un sistema de n ecuaciones con n + m inco´gnitas, que son
las coordenadas dependientes q y los multiplicadores de Lagrange λ. Pa-
ra complementar este sistema, podemos recurrir al ana´lisis cinema´tico de
aceleracio´n que, como se vio, es
Φq q¨ = −Φ˙q q˙− Φ˙t (5.65)
El conjunto de las dos ecuaciones 5.64 y 5.65 constituyen el siguiente
sistema de n+m ecuaciones[
M ΦTq
Φq 0
]{
q¨
λ
}
=
{
Q
−Φ˙q q˙− Φ˙t
}
(5.66)
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5.11. Interpretacio´n f´ısica de los multiplicadores
de Lagrange
Cada multiplicador de Lagrange se encuentra asociado a una –y so´lo
una– ecuacio´n de restriccio´n. Se puede demostrar con relativa facilidad que
el producto ΦTqλ de la ecuacio´n 5.64 tiene dimensiones de fuerza generaliza-
da y que f´ısicamente representa la fuerza necesaria para que las restricciones
se cumplan. Quiza´ la forma ma´s sencilla de abordar una demostracio´n no
rigurosa sea mediante un ejemplo.
Consideremos la barra r´ıgida mostrada en la figura 5.18, de longitud L
y con una masa puntual M en el extremo. La barra se encuentra en reposo,
inclinada 45o en un plano vertical, y se desea calcular la aceleracio´n inicial
del extremo y las reacciones en la articulacio´n. Las ecuaciones de la meca´ni-
ca cla´sica fa´cilmente nos permiten calcular estos te´rminos. Basa´ndonos en
la figura y tomando momentos en el punto A, obtenemos
ϕ¨ = −g
√
2
2L
(5.67)
x¨ = y¨ = ϕ¨L
√
2
2
= −g
2
(5.68)
Realizando los sumatorios de fuerzas horizontales y verticales, se obtiene
Rx = −mg
2
(5.69)
Ry =
mg
2
(5.70)
Resolvamos ahora el mismo problema empleando coordenadas natura-
les. Para ello, empleamos la modelizacio´n mostrada en la figura 5.19, en la
que se utilizan los puntos 1 y 2. Por tanto, nuestro vector de coordenadas
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dependientes es
qT =
{
x1 y1 x2 y2
}
(5.71)
Puesto que el mecanismo tiene un solo grado de libertad, deben existir
n−m = 3 ecuaciones de restriccio´n, que son
Φ =

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 − L2
x1
y1
 = 0 (5.72)
La correspondiente matriz jacobiana es
Φq =
−2(x2 − x1)−2(y2 − y1) 2(x2 − x1) 2(y2 − y1)1 0 0 0
0 1 0 0
 = (5.73)
=
−√2L√2L√2L−√2L1 0 0 0
0 1 0 0

Y la matriz de masas del elemento,
M =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 M 0
0 0 0 M
 (5.74)
Finalmente, podemos escribir el sistema completo ensamblado,
0 0 0 0 −√2L 1 0
0 0 0 0
√
2L 0 1
0 0 M 0
√
2L 0 0
0 0 0 M −√2L 0 0
−√2L√2L√2L−√2L 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0


x¨1
y¨1
x¨2
y¨2
λ1
λ2
λ3

=

0
0
0
−mg
0
0
0

(5.75)
Pese al taman˜o del sistema, el gran nu´mero de te´rminos nulos hace que
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la resolucio´n a mano sea una tarea sencilla, de la que se obtiene la solucio´n:
x¨1 = y¨1 = 0 (5.76)
x¨2 = y¨2 = −g
2
(5.77)
λ1 =
mg
2
√
2L
(5.78)
λ2 =
mg
2
(5.79)
λ3 = −mg
2
(5.80)
La fuerza generalizada correspondiente a las ecuaciones de restriccio´n
segunda y tercera resulta ser
Q2 = −ΦTq2 λ2 = −

1
0
0
0

mg
2
=

−mg2
0
0
0
 (5.81)
Q3 = −ΦTq3 λ3 = −

0
1
0
0

(
−mg
2
)
=

0
mg
2
0
0
 (5.82)
resultados que coinciden con los obtenidos por el me´todo cla´sico para Rx y
Ry en las ecuaciones 5.69 y 5.70.
5.12. Ca´lculo de las reacciones
Cada ecuacio´n de restriccio´n lleva asociado su multiplicador de Lagran-
ge y su correspondiente interpretacio´n f´ısica. En este apartado nos pre-
guntamos por el sentido f´ısico de cada una de las restricciones, lo que nos
permitira´ hallar las reacciones en cada par cinema´tico.
5.12.1. Reacciones de so´lido r´ıgido
Los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de so´lido
r´ıgido no tienen intere´s pra´ctico inmediato. Representan las fuerzas internas
entre part´ıculas para mantener constantes sus posiciones relativas a lo largo
del movimiento. No representan reacciones en los pares.
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5.12.2. Reacciones en la articulacio´n
Para hallar las reacciones de una articulacio´n se precisa no compartir los
puntos entre elementos adyacentes, como en la figura 5.20, de forma que la
ecuacio´n de restriccio´n del par aparezca expl´ıcitamente. Las dos ecuaciones
del par son
Φ1 = x1 − x2 = 0 (5.83)
Φ2 = y1 − y2 = 0 (5.84)
Las filas y columnas de la matriz jacobiana asociadas a estas dos res-
tricciones son
Φq1 =
{
1 0 −1 0} (5.85)
Φq2 =
{
0 1 0 −1} (5.86)
Llamando λ1 y λ2 a los correspondientes multiplicadores de Lagrange
obtenemos las fuerzas generalizadas Q1 y Q2
Q1 = −ΦTq1 λ1 = −

1
0
−1
0
λ1 =

−λ1
0
λ1
0
 (5.87)
Q2 = −ΦTq2 λ2 = −

0
1
0
−1
λ2 =

0
−λ2
0
λ2
 (5.88)
El sentido f´ısico de dicho resultado se muestra en la figura 5.21. Las dos
primeras filas de cada vector representan las componentes de la reaccio´n
sobre el punto 1, y las dos segundas filas representan las componentes de
la reaccio´n sobre el punto 2. Por el principio de accio´n y reaccio´n, ambas
reacciones deben ser iguales y de signo contrario.
De las dos ecuaciones anteriores comprobamos que los dos multiplica-
dores de Lagrange λ1 y λ2 tienen un claro sentido f´ısico: λ1 representa el
mo´dulo de la reaccio´n Rx, y λ2 el mo´dulo de la reaccio´n Ry.
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5.12.3. Reacciones en la deslizadera articulada
Como se vio, una deslizadera articulada se modeliza mediante tres pun-
tos, como se muestra en la figura 5.22. Su ecuacio´n de restriccio´n debe
garantizar el alineamiento entre los puntos 1, 2 y 3, lo que se consigue
mediante el producto vectorial entre los vectores r12 y r13, cuya expresio´n
es
Φ = (x2 − x1)(y3 − y1)− (y2 − y1)(x3 − x1) = 0 (5.89)
La fila correspondiente en la matriz jacobiana es,
1 2 3
Φq =
{−(y3 − y2) (x3 − x2) (y3 − y1)−(x3 − x1) −(y2 − y1) (x2 − x1)} (5.90)
Y la fuerza generalizada,
Q = −ΦTq λ = λ

(y3 − y2)
−(x3 − x2)
−(y3 − y1)
(x3 − x1)
(y2 − y1)
−(x2 − x1)

1
2
3
(5.91)
Observemos que las reacciones aparecen como fuerzas generalizadas dis-
tribuidas en los puntos 1, 2 y 3, como se muestra en la figura 5.23. Fa´cil-
mente se puede comprobar que la suma de las fuerzas de los puntos 2 y
3, coincide con la fuerza del punto del 1 cambiada de signo, como postula
el principio de accio´n y reaccio´n. La accio´n de estas dos fuerzas equivale a
una sola fuerza aplicada en la deslizadera, como se ilustra en la figura 5.24.
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5.12.4. Reacciones en la deslizadera r´ıgida
La deslizadera r´ıgida se modeliza mediante cuatro puntos, tres de ellos
alineados a lo largo del eje, como en la figura 5.25. Es preciso imponer dos
ecuaciones de restriccio´n: la primera, de producto vectorial nulo entre los
vectores r23 y r24 obliga a que los puntos 2, 3 y 4 permanezcan alineados;
la segunda ecuacio´n, de producto escalar constante entre los vectores r12 y
r34, obliga a que los segmentos 12 y 34 formen a´ngulo α constante. Omiti-
remos la primera de las ecuaciones, por ser ana´loga a la recie´n vista para
la deslizadera articulada. La segunda ecuacio´n establece
Φ = (x2 − x1)(x4 − x3) + (y2 − y1)(y4 − y3)− c = 0 (5.92)
Su fila en la matriz jacobiana es,
1 2 3 4
Φq =
{
x3 − x4 y3 − y4 x4 − x3 y4 − y3 x1 − x2 y1 − y2 x2 − x1 y2 − y1
} (5.93)
Y la fuerza generalizada,
Q = −ΦTq λ = −λ

x3 − x4
y3 − y4
x4 − x3
y4 − y3
x1 − x2
y1 − y2
x2 − x1
y2 − y1

1
2
3
4
(5.94)
Podemos ver la representacio´n de la fuerzas generalizadas en la figura
5.26. Fa´cilmente comprobamos que la resultante neta en cada elemento es
un momento, que se muestra en la figura 5.27. Adema´s, comprobamos que
los momentos en cada elemento tienen el mismo mo´dulo
N = λL12L34 senα (5.95)
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pero signos contrarios, como establece el principio de accio´n y reaccio´n.
Por tanto, y como cab´ıa esperar, la fuerza generalizada Q asociada a la
restriccio´n de a´ngulo constante es un momento.
5.12.5. Reacciones de coordenada relativa
Los multiplicadores de Lagrange asociados a las restricciones de coorde-
nada relativa no tienen significado f´ısico, por lo que tampoco tienen intere´s
pra´ctico.
5.12.6. Esfuerzos motores
Los esfuerzos motores son los que se aplican en los grados de libertad
para producir el movimiento deseado. En el problema dina´mico directo, a
partir del valor de los esfuerzos motores τ (t) calculamos la trayectoria del
mecanismo z(t). En el problema dina´mico inverso hacemos exactamente
lo contrario: a partir de la trayectoria del mecanismo z(t) calculamos los
esfuerzos motores.
Existen varias formas de resolver este problema. Una de ellas consiste
en contemplar el movimiento conocido del mecanismo bajo la perspectiva
de las ecuaciones de restriccio´n. Si el mecanismo se mueve segu´n un la ley
zc(t), podremos escribir g ecuaciones de restriccio´n de la forma
Φ = z(t)− zc(t) = 0 (5.96)
Estas g ecuaciones tienen como finalidad imponer a cada grado de liber-
tad la condicio´n de que su movimiento coincida con el de la funcio´n zc(t).
Entonces, el sentido f´ısico de los g multiplicadores de Lagrange asociados a
estas restricciones es, precisamente, el de esfuerzos motores. La deduccio´n
es lo´gica: el multiplicador asociado con cada restriccio´n indica la fuerza ge-
neralizada necesaria para que se cumpla dicha restriccio´n. Puesto que las
restricciones anteriores imponen un movimiento conocido, la fuerza corres-
pondiente es la que garantiza exactamente dicho movimiento, es decir, el
esfuerzo motor.
Un simple ejemplo puede servir para aclarar este concepto. Conside-
remos el cuadrila´tero articulado de la figura 5.28, cuyo movimiento viene
definido por ϕc(t). Deseamos obtener el par motor τ(t) capaz de causar
dicho movimiento. Para ello, introducimos la nueva ecuacio´n de restriccio´n
Φ = ϕ(t)− ϕc(t) = 0 (5.97)
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La fuerza generalizada es, en este caso
Q = −ΦTqλ = −λ

0
0
0
0
1

1
2
ϕ
=

0
0
0
0
−λ
 (5.98)
lo que indica que el par motor τ es, precisamente, el multiplicador de La-
grange λ cambiado de signo.
5.13. Problema dina´mico inverso
Para resolver el problema dina´mico inverso, suponemos conocido el mo-
vimiento de los grados de libertad y deseamos calcular las reacciones en
algunas o en todas las articulaciones. Segu´n hemos visto en los apartados
anteriores, el primer paso para determinar las reacciones consiste de esta-
blecer ecuaciones de restriccio´n de par. Por ejemplo, en una articulacio´n,
debemos imponer las restricciones x2 − x1 = 0 e y2 − y1 = 0, para que los
puntos 1 y 2 coincidan.
A partir del movimiento conocido z(t) y z˙(t), resolviendo el problema
cinema´tico de posicio´n podemos obtener q(t) y q˙(t). A partir de ellos,
podemos recurrir a la ecuacio´n 5.66, que establece[
M ΦTq
Φq 0
]{
q¨
λ
}
=
{
Q
−Φ˙qq˙− Φ˙t
}
(5.99)
En este caso, podemos contemplar la expresio´n anterior como un sistema
lineal de ecuaciones del que podemos calcular el vector de las aceleraciones
q¨ y el vector λ de multiplicadores de Lagrange. A partir de λ, el ca´lculo de
las reacciones en cada par se realiza de acuerdo a lo descrito en el apartado
5.12.
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5.14. Problemas
Prob. 5.1 Calcular la matriz de masas de los elementos de las figura 5.29
y 5.30, sabiendo que tienen masa M y momento de inercia IG respecto del
centro de gravedad.
Prob. 5.2 El mecanismo de la figura 5.31 consta de tres elementos mo´viles
unidos mediante tres articulaciones simples y una deslizadera r´ıgida. Se
quieren resolver independientemente las ecuaciones cinema´ticas y dina´micas
del mecanismo. Sabiendo que so´lo el elemento 12 tiene masa uniformemente
distribuida de 5 kg, que el valor de la gravedad es g = 10 m/s2 y que
instanta´neamente el mecanismo se mueve con velocidad x˙3 = 3 m/s bajo
la u´nica accio´n de la gravedad, calcular la aceleracio´n de la deslizadera 3.
Prob. 5.3 En el mecanismo de la figura 5.32, la doble deslizadera 3 tiene
masa puntual m3 = 5 kg y la manivela con centro en B tiene masa unifor-
memente distribuida M = 6 kg. Empleando en la modelizacio´n u´nicamente
5.14. Problemas 185
t
2
3
1
1
1 A
B
1
2
3
1 1
Figura 5.32
A w
1
7
F
1
1
2
Figura 5.33
los puntos mo´viles 1, 2 3, y si es preciso, coordenadas relativas, se pide: 1)
Calcular la velocidad instanta´nea del mecanismo sabiendo que la desliza-
dera se mueve con velocidad instanta´nea x˙3 = 2 m/s. 2) Obtener la matriz
masas de todo el mecanismo. 3) Suponiendo que el mecanismo parte del
reposo, calcular la aceleracio´n angular instanta´nea de la barra B1 cuando
se aplica el par τ = 2 Nm indicado en la figura. 4) Calcular las reacciones
instanta´neas en la deslizadera 1 por el me´todo de los multiplicadores de
Lagrange.
Prob. 5.4 La figura 5.33 representa un modelo simplificado de un motor
de explosio´n que se desea estudiar empleando el vector de coordenadas
qT = {x1 y1 y2 ϕ}, siendo ϕ el giro del cigu¨en˜al. El cigu¨en˜al tiene masa
M = 5 kg y momento polar respecto al punto A de valor IA = 10 kg m
2,
y gira con velocidad angular ω = 100 rad/s. Sobre el pisto´n, de masa m =
3 kg, actu´a una fuerza vertical F = 1000 N. La biela se considera de masa
despreciable. Se pide: a) Calcular la velocidad instanta´nea del punto 2.
b) Calcular la matriz de masas del conjunto. c) Calcular la matriz R y el
producto R˙z˙ tomando como grado de libertad la coordenada ϕ. d) Calcular
la aceleracio´n ϕ¨ empleando el me´todo de la matriz R.
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Prob. 5.5 El mecanismo de la figura 5.34 consta de tres elementos mo´viles:
un cilindro macizo de masa M y radio L, articulado en su centro A, y dos
barras biarticuladas de longitud L y masa m uniformemente distribuida. Se
pide: a) Obtener M, matriz de masas del mecanismo, indicando el proceso
de ensamblado de las matrices de masas de cada elemento. b) Obtener el
vector de fuerzas generalizadas Q considerando que no hay peso y que la
fuerza F es la u´nica actuante.
Prob. 5.6 El mecanismo de la figura 5.35 se encuentra en un plano hori-
zontal y transporta una masa puntual M = 6 kg en su extremo. Los dos
elementos mo´viles tienen masa m = 3 kg uniformemente distribuida. En el
instante inicial, la velocidad del extremo 2 es vertical, de valor v = 5 m/s.
Dos actuadores ejercen, respectivamente, una fuerza F = 10 N y un par
τ = 1 Nm. Empleando el vector de coordenadas qT = {x1 x2 y2 ϕ}, cal-
cular las aceleraciones y¨1 y ϕ¨, mediante el me´todo de la matriz R. Datos:
L12 = 1, ϕ = 45
o.
Prob. 5.7 Calcular la matriz de masas y el vector de fuerzas generali-
zadas del mecanismo de la figura 5.36 empleando la modelizacio´n qT =
{x1 y1 x2 y2}. El elemento 12 tiene masa 3m uniformemente distribuida
a lo largo de su longitud 2L, y una masa puntual 2m en el extremo. El
elemento 2B tiene masa 3m uniformemente distribuida. El muelle tiene
longitud natural l0 = 2
√
2L y rigidez k = 10. No considerar el peso.
Prob. 5.8 El mecanismo de la figura 5.37 se modeliza mediante las coor-
denadas qT = {x1 y1 x2 y2 x3 ϕ s} y en el instante inicial se encuentra en
reposo. Sabiendo que hay dos masas de valor m concentradas en los pun-
tos 2 y 3, y que el actuador ejerce una fuerza F de alargamiento, se pide:
5.14. Problemas 187
L LL
3m 2m
L
L
A
1 2
B C
k=10
3m
Figura 5.36
A
1
2
3
j
s F
m
m
Figura 5.37
m
1
B
2
s1
s2
F
F
30º
A
m
Figura 5.38
L
2 1
j
L
A
3
20m
m
Figura 5.39
a) Hallar las ecuaciones de restriccio´n y la matriz jacobiana. b) Calcular
la matriz R tomando el a´ngulo ϕ como grado de libertad. c) Calcular la
matriz de masas M, y el vector de fuerzas generalizadas Q. d) Hallar la
aceleracio´n instanta´nea ϕ¨. Datos: xA = 0, yA = 0, x1 = 1, y1 = 1, x2 = 2,
y2 = 2, x3 = 2, y3 = 0.
Prob. 5.9 El mecanismo de la figura 5.38 se modeliza mediante las coor-
denadas qT = {x1 y1 x2 y2 s1 s2}. Sabiendo que en el instante inicial el
sistema se encuentra en reposo, que la barra 12 tiene masas puntuales m
en sus extremos, y que los dos actuadores ejercen fuerzas F de alargamien-
to, se pide: a) Hallar las ecuaciones de restriccio´n y la matriz jacobiana. b)
Calcular la matriz R tomando como grados de libertad las distancias s1,
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
188 Cap´ıtulo 5. Ana´lisis dina´mico por me´todos nume´ricos
1
M
v
2
F 1
1
j=45º
t
45º
2
Figura 5.40
F=1000 N
M=1400 kg
L=1 m
1
30º
2
Figura 5.41
s2. c) Calcular la matriz de masas M, y el vector de fuerzas generalizadas
Q. d) Plantear las ecuaciones que permiten obtener las aceleraciones ins-
tanta´neas s¨1 y s¨2. Datos: xA = 2, yA = 0, xB = 4, yB = 4, x1 = 0, y1 = 0,
x2 = 4, y2 = 2.
Prob. 5.10 Se desea estudiar el comportamiento de un modelo simplifica-
do de trabuco, mostrado en la figura 5.39, compuesto por una barra r´ıgida
de longitud 2L y masa despreciable, un contrapeso de masa 20m, y un pro-
yectil de masa m unido al extremo de la barra mediante un hilo inextensible
sin masa. Partiendo del reposo, se deja libre el trabuco, de tal forma que
el contacto entre la masa m y el suelo se comporta como una deslizadera
plana. Empleando el vector de coordenadas qT = {x1 x2 y2 x3 y3 ϕ}, se
pide calcular la aceleracio´n instanta´nea del punto 1 mediante el me´todo de
la matriz R. Datos: m = 1 kg, L =
√
2 m, ϕ = 45o, g = 10 m/s2, xA = 0,
yA = 0, x1 = 0, y1 = −1, x2 = −1, y2 = −1, x3 = 1, y3 = 1.
Prob. 5.11 El robot plano de figura 5.40 se encuentra en un plano hori-
zontal y transporta una masa puntual M = 6 kg en su extremo. Las dos
barras mo´viles tienen masa m = 3 kg uniformemente distribuida. En el
instante inicial, la barra horizontal se encuentra en reposo y el extremo del
robot tiene velocidad v =
√
2 m/s. Los actuadores del robot ejercen una
fuerza F = 10 N y un par τ = 1 Nm. Empleando el vector de coordenadas
qT = {y1 x2 y2 ϕ}, calcular las aceleraciones y¨1 y ϕ¨ mediante el me´todo de
la matriz R.
Prob. 5.12 El sistema de la figura 5.41 representa un modelo simplifica-
do de un telefe´rico que circula por una gu´ıa inclinada 30o respecto a la
horizontal. La cabina, que se encuentra suspendida de la deslizadera por
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medio de una barra sin masa de 1 m, tiene masa M = 1400 kg. Estando el
sistema en reposo, actu´a sobre el punto 1 una fuerza F = 1000 N. Se pide,
calcular la aceleracio´n instanta´nea de los puntos 1 y 2 por el me´todo de los
multiplicadores de Lagrange, as´ı como la reaccio´n en la deslizadera.
Prob. 5.13 La figura 5.42 muestra un mecanismo modelizado por medio
de los puntos 1, 2, 3 y 4, introduciendo las siete ecuaciones de restriccio´n
abajo indicadas. Al analizarlo por el me´todo de los multiplicadores de La-
grange, se obtiene como resultado el vector λ indicado. Determinar: a) La
fuerza resistente en la articulacio´n 1 − 2. b) El momento resistente en la
deslizadera r´ıgida 4.
Φ(q) =

(x1 − xA)2 + (y1 − yA)2 − 1
(x3 − x2)2 + (y3 − y2)2 − 9
(x4 − xB)2 + (y4 − yB)2 − 2
x1 − x2
y1 − y2
(x3 − x2)(y4 − y2)− (y3 − y2)(x4 − x2)
(x3 − x2)(xB − x4) + (y3 − y2)(yB − y4)− 3

λ =

7
4
3
7
3
5
9

Prob. 5.14 El mecanismo de la figura 5.43 consta de una barra r´ıgida B2,
de masa uniformemente distribuida 6 kg, y de una barra A1, con una masa
puntual de 3 kg en su extremo. Partiendo de la posicio´n indicada, las dos
barras se dejan libres bajo la accio´n de la gravedad (g = 10 m/s2). Calcular
la reaccio´n instanta´nea en la deslizadera articulada 2 por el me´todo de los
multiplicadores de Lagrange.
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Cap´ıtulo 6
Levas
6.1. Descripcio´n general
Las levas son elementos meca´nicos empleados para transmitir leyes de
movimiento complejas, que se componen ba´sicamente de un elemento con-
ductor denominado disco o leva y otro elemento conducido denominado
seguidor.
Las levas se presentan en una gran variedad de formas y pueden ser pla-
nas o tridimensionales, aunque en este cap´ıtulo nos limitaremos al estudio
del caso plano. A modo de ejemplo, y para dar idea de la variedad de formas
que pueden adoptar, en las figuras 6.1-6.6 se muestran seis combinaciones
posibles de levas y seguidores.
El seguidor se denomina de traslacio´n si su movimiento es una traslacio´n
a lo largo de un eje, y oscilante, si su movimiento es de rotacio´n alrededor
Figura 6.1: Seguidor puntual centrado. Figura 6.2: Seguidor de pie plano.
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Figura 6.3: Seguidor oscilante curvo. Figura 6.4: Seguidor de rodillo.
Figura 6.5: Leva de traslacio´n plana. Figura 6.6: Leva cil´ındrica.
de un eje.
Atendiendo a la forma del seguidor, e´ste puede ser puntual, plano, curvo
o de rodillo. En el caso de los seguidores de traslacio´n, se denominan centra-
do aque´l en que el eje de del seguidor corta al eje de la leva, y descentrado
en caso contrario.
6.2. Criterios y variables de disen˜o de las levas
La funcio´n de la leva es producir un determinado desplazamiento en
el seguidor para un valor dado de la posicio´n de la leva. Llamando θ al
movimiento de la leva y z al movimiento del seguidor, se debe disen˜ar la
leva para satisfacer la funcio´n
z = z (θ) (6.1)
A dicha funcio´n z(θ) se la denomina funcio´n de leva, y a su representa-
cio´n gra´fica diagrama de desplazamiento.
La secuencia de disen˜o de la leva para obtener el movimiento deseado
en el seguidor es el siguiente:
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i. Definir la ley de movimiento z(θ) deseada
ii. Definir el tipo de leva y seguidor y sus principales dimensiones geome´tri-
cas
iii. Obtener el perfil de leva
iv. Verificar que la leva disen˜ada cumple los requisitos y que su geometr´ıa
no produce problemas en el contacto con el seguidor.
Algunos para´metros importantes de las levas se presentan como varia-
bles de disen˜o o se obtienen directamente de ellas, y su valor afecta direc-
tamente a su buen funcionamiento y fiabilidad. Los principales para´metros
que se deben considerar son los siguiente:
a. A´ngulo de presio´n: es el a´ngulo α que forma la normal en el con-
tacto con el eje del seguidor, como se muestra en la figura 6.7, que
coincide con la l´ınea de transmisio´n de esfuerzos en ausencia de roza-
miento. Esta magnitud es importante en los seguidores de traslacio´n,
y conviene que su valor sea pequen˜o, ya que un a´ngulo de presio´n
grande transforma la fuerza de contacto F en un par M elevado en la
gu´ıa, con el consiguiente sobredimensionamiento y desgaste de e´sta.
b. Distancia al contacto: en las levas de pie, esta magnitud es la
distancia l entre el punto de contacto y el eje del seguidor. Como
se ve en la figura 6.8, en este caso el a´ngulo de presio´n es siempre
nulo, pero la fuerza de contacto F se transforma en par resistente
M al multiplicarse por la distancia l, por lo que conviene que su
valor sea reducido. Por otra parte, el valor ma´ximo de la distancia al
contacto representa el l´ımite inferior de la dimensio´n del seguidor, que
lo´gicamente debe tener una longitud mayor para asegurar el contacto.
c. Muelle antagonista: habitualmente, el contacto entre la leva y el
seguidor debe asegurarse mediante un muelle antagonista, como el
mostrado en la figura 6.9, cuyas caracter´ısticas deben ser cuidado-
samente seleccionadas para impedir, por una parte, que el seguidor
pierda contacto con la leva y, por otra, que los esfuerzos en el contacto
y en los apoyos sean sean innecesariamente elevados.
d. Velocidad de deslizamiento: es la diferencia de velocidades entre
los puntos S1 y S2, de contacto del seguidor y la leva, respectivamente,
y lleva siempre la direccio´n t de la tangente en el punto de contacto,
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como se muestra en la figura 6.10. En el caso particular de las levas de
rodillo, el contacto se produce por rodadura por lo que la velocidad
de deslizamiento es nula.
e. Limitaciones geome´tricas debidas a la curvatura: La combina-
cio´n entre las curvaturas del seguidor, de la herramienta de corte y
del perfil de leva pueda dar lugar, por una parte, a puntos de la leva
imposibles de alcanzar por el seguidor (figura 6.11), o bien a puntos
angulosos generados durante la fabricacio´n (figura 6.12). Para veri-
ficar la validez del perfil de leva obtenido en el disen˜o, es necesario
comprobar el valor de su radio de curvatura en cada uno de los puntos
del perfil.
f. Radio de la circunferencia base, excentricidad y desplaza-
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miento inicial. El radio de la circunferencia base R0 es el corres-
pondiente a la circunferencia de menor taman˜o que tiene como centro
el de la leva y que, si se empleara como leva, mantendr´ıa el seguidor
continuamente en su posicio´n de reposo. Dicha magnitud se encuentra
relacionada con la excentricidad e, que es la distancia entre el centro
de la leva y el eje del seguidor, y con el desplazamiento inicial z0,
que mide el desplazamiento de traslacio´n mı´nimo del seguidor. Las
figuras 6.13-6.15 ilustran mediante tres ejemplos las relaciones entre
estos para´metros.
6.3. Ana´lisis de velocidad de las levas
Cuando se dispone de la expresio´n expl´ıcita del diagrama de desplaza-
miento z(θ), la velocidad angular de la leva ωl y la velocidad del seguidor
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vs se obtienen directamente por derivacio´n con respecto del tiempo. La
velocidad angular de la leva es
ωl = θ˙ (6.2)
y la del seguidor
vs = z˙ =
dz
dθ
dθ
dt
= z′ θ˙ (6.3)
Ana´logamente, la aceleracio´n angular αl de leva y la aceleracio´n as del
seguidor se obtienen derivando las ecuaciones anteriores. Suponiendo que
la leva gira con velocidad angular constante, tendremos θ¨ = 0, por lo que
la aceleracio´n del seguidor valdra´
as = z¨ = z
′′ θ˙2 (6.4)
Si no se dispone de la ecuacio´n expl´ıcita z(θ), la relacio´n de velocidades
puede deducirse a partir de la condicio´n cinema´tica de contacto entre la leva
y el seguidor, que obliga a que la velocidad de los puntos de contacto S1
y S2 sea ide´ntica en la direccio´n normal. En el caso del seguidor oscilante
de pie curvo, mostrado en la figura 6.16, las velocidades vs1 y vs2 solo
se diferencian en una componente tangencial, que es vd, la velocidad de
deslizamiento. Por el teorema de los tres centros, el punto P es el polo del
movimiento relativo entre el movimiento de la leva y el seguidor, por lo
que su velocidad como perteneciente al seguidor ω1O1P debe ser igual a su
velocidad como perteneciente a la leva ω2O2P . De esta igualdad, podemos
deducir
ω2
ω1
=
O1P
O2P
(6.5)
En el caso del seguidor de traslacio´n de la figura 6.17, el polo del movi-
miento relativo P obliga a que
v1 = ω2O2P (6.6)
En ambos casos, la velocidad de deslizamiento vd es
vd = PS (ω1 − ω2) (6.7)
Por otra parte, comparando la ecuacio´n 6.3 con la 6.6 se deduce que
O2P = z
′ (6.8)
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Figura 6.18: Diagrama de desplazamientos.
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6.4. Especificacio´n del diagrama de desplazamien-
to
Normalmente, la especificacio´n del diagrama de desplazamientos z(θ) se
realiza mediante una secuencia de tramos de ascenso, reposo y descenso. Por
ejemplo, el diagrama de la figura 6.18 se construye mediante cinco tramos:
ascenso (AB), reposo (BC), descenso (CD), reposo (DE) y descenso(EF ).
Teniendo en cuenta que los tramos de reposo no encierran ninguna dificultad
y que los tramos de descenso se pueden estudiar por simetr´ıa con los de
ascenso, sera´ suficiente con estudiar detalladamente la forma de especificar
los tramos de ascenso.
Los diagramas de desplazamiento z(θ) deben satisfacer ciertas condi-
ciones de continuidad en la uniones entre tramos. En primer lugar y por
razones obvias, la funcio´n z(θ) debe tener continuidad C0, es decir, debe
ser continua. Asimismo, z(θ) debe ser continua C1, de forma que la fun-
cio´n derivada z′(θ) tambie´n sea una funcio´n continua. De no cumplirse esta
condicio´n, las discontinuidades en velocidades provocara´n la existencia de
percusiones, fuerzas de magnitud infinita y de duracio´n infinitesimal, que
causara´n un mal funcionamiento del la leva. Finalmente, es deseable que
z(θ) tenga continuidad C2, de forma que z′′(θ) sea continua, ya que la
presencia de discontinuidades en z′′ equivale a la aparicio´n o desaparicio´n
su´bita de fuerzas, lo que puede provocar vibraciones, ruidos, fatiga y desgas-
te. Incluso si no existen discontinuidades, interesara´ que el valor absoluto
de z′′ sea lo ma´s reducido posible ya que, de acuerdo con la ecuacio´n 6.4,
la aceleracio´n del seguidor es el producto z′′ω2. Las aceleraciones elevadas
provocan fuerzas de inercia elevadas, con sus correspondientes tensiones,
vibraciones y desgaste.
Volviendo a la figura 6.18, nos preguntamos ahora por la forma de des-
cribir matema´ticamente el tramo de ascenso AB que cumpla las condiciones
de continuidad recie´n citadas. Veremos a continuacio´n, separadamente, cua-
tro formas diferentes de definirlo: parabo´lico, cubico, armo´nico y cicloidal.
6.4.1. Diagrama de desplazamiento parabo´lico
El diagrama parabo´lico consiste en dividir el ascenso entre el punto
(θ1, z1) y el punto (θ2, z2) en dos mitades, cada una de las cuales es una
para´bola. Llamando β a la diferencia θ2 − θ1 y llamando h a la diferencia
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z2 − z1, las ecuaciones de las para´bolas son:
Para θ1 ≤ θ ≤ θ1 + β
2
z = z1 +
2h
β2
(θ − θ1)2 (6.9)
z′ =
4h
β2
(θ − θ1) (6.10)
z′′ =
4h
β2
(6.11)
Para θ1 +
β
2
≤ θ ≤ θ1 + β
z = z1 + h− 2h
β2
(θ2 − θ)2 (6.12)
z′ =
4h
β2
(θ2 − θ) (6.13)
z′′ = −4h
β2
(6.14)
Los valores extremos de la velocidad y la aceleracio´n en el interior del
intervalo son
∣∣z′∣∣
max
=
2h
β
(6.15)
∣∣z′′∣∣
max
=
4h
β2
(6.16)
El diagrama parabo´lico presenta tres discontinuidades en aceleraciones:
la primera se produce en la mitad del intervalo, donde z′′ cambia de signo.
Las otras dos se producen en θ1 y θ2 ya que en estos puntos la aceleracio´n
toma valor finito, mientras que en los periodos de reposo anterior y posterior
la aceleracio´n toma valor nulo.
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Figura 6.19: Leva de desplazamiento armo´nico.
6.4.2. Diagrama de desplazamiento cu´bico
En este diagrama la fase de ascenso se representa mediante un polinomio
de tercer grado, cuya ecuacio´n es:
z = z1 +
3h
β2
(θ − θ1)2 − 2h
β3
(θ − θ1)3 (6.17)
z′ =
6h
β2
(θ − θ1)− 6h
β3
(θ − θ1)2 (6.18)
z′′ =
6h
β2
− 12h
β3
(θ − θ1) (6.19)
Los valores de la velocidad y aceleracio´n ma´ximos son, en este caso
∣∣z′∣∣
max
=
3h
2β
(6.20)
∣∣z′′∣∣
max
=
6h
β2
(6.21)
En este caso hay dos discontinuidades en los extremos del intervalo.
6.4.3. Diagrama de desplazamiento armo´nico
Este diagrama de desplazamiento se obtiene por composicio´n de un
movimiento de velocidad constante en el eje de ordenadas θ y otro de pro-
yeccio´n vertical del punto P , que se mueve con velocidad uniforme sobre la
circunferencia de dia´metro h mostrada en la figura 6.19.
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Figura 6.20: Leva de desplazamiento cicloidal.
Mientras el punto sobre el eje de abscisas pasa de θ1 a θ2 a velocidad
constante, el punto sobre la circunferencia debe pasar de un extremo al
otro con velocidad angular constante y llegar al extremo al mismo tiempo.
Por tanto, entre el a´ngulo θ girado por la leva y el a´ngulo ϕ debe existir la
siguiente relacio´n de proporcionalidad
ϕ =
pi
β
(θ − θ1) (6.22)
La funcio´n de desplazamiento y sus derivadas resultan ser:
z = z1 +
h
2
− h
2
cosϕ = z1 +
h
2
− h
2
cos
(
pi
β
(θ − θ1)
)
(6.23)
z′ =
h
2
pi
β
sen
(
pi
β
(θ − θ1)
)
(6.24)
z′′ =
h
2
(
pi
β
)2
cos
(
pi
β
(θ − θ1)
)
(6.25)
Los valores ma´ximos de la velocidad y aceleracio´n son:
∣∣z′∣∣
max
=
pi
2
h
β
= 1,571
h
β
(6.26)
∣∣z′′∣∣
max
=
pi2
2
h
β2
= 4,935
h
β2
(6.27)
Una vez ma´s, existen discontinuidades en aceleraciones en los extremos
del intervalo.
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6.4.4. Diagrama de desplazamiento cicloidal
Este diagrama se obtiene por composicio´n de un movimiento de tras-
lacio´n uniforme en el eje de abscisas y de la proyeccio´n sobre el eje de
ordenadas de un punto P situado sobre una circunferencia, que rueda so-
bre el eje de ordenadas dando una revolucio´n completa.
Puesto que la circunferencia da una vuelta completa al pasar de y1 a
y1 + h en el mismo tiempo en que P pasa de θ1 a θ2, podemos escribir las
relaciones
2pi r = h (6.28)
ϕ =
2pi
β
(θ − θ1) (6.29)
Utilizando estas expresiones y teniendo en cuenta que
z = z1 + ϕ r − r senϕ (6.30)
se deduce la funcio´n de desplazamiento y sus derivadas:
z = z1 +
(θ − θ1)h
β
− h
2pi
sen
2pi (θ − θ1)
β
(6.31)
z′ =
h
β
− h
β
cos
2pi (θ − θ1)
β
(6.32)
z′′ =
2pi h
β2
sen
2pi (θ − θ1)
β
(6.33)
Los valores ma´ximos de la velocidad y aceleracio´n son:∣∣z′∣∣
max
=
2h
β
(6.34)
∣∣z′′∣∣
max
=
2pi h
β2
(6.35)
En este caso, la aceleracio´n es continua en todo el intervalo, incluidos
los puntos extremos.
6.4.5. Comparacio´n entre diagramas de desplazamiento
Con objeto de analizar las diferencias entre cada uno de los diagramas
de desplazamiento anteriores, suponemos β = 1 y h = 1, de forma que se
puedan comparar sus gra´ficas, como se muestra en la figura 6.21.
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Figura 6.21: Comparacio´n entre diagramas de leva.
Resumiendo en una tabla los valores extremos de las velocidades y ace-
leraciones en los cuatro diagramas anteriores, se obtiene:
Parabo´lico Cu´bico Armo´nico Cicloidal
|z′|max 2 1.5 1.571 2
|z′′|max 4 6 4.935 6.238
|z′′′|max ∞ ∞ ∞ Finita
Tabla 6.1: Comparativa de valores ma´ximos.
El diagrama parabo´lico da lugar a la menor aceleracio´n, pero el precio
que se paga para ello es una discontinuidad en el punto medio del intervalo.
El diagrama cicloidal es el u´nico que tiene aceleracio´n continua, aunque
la continuidad se logra a costa de tener una aceleracio´n ma´xima de valor
superior a las otras tres alternativas.
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6.5. Obtencio´n del perfil de leva
Una vez especificado el diagrama de desplazamiento z(θ), seleccionados
el tipo de leva y seguidor, y elegidos los principales para´metros de disen˜o,
es preciso obtener el perfil de leva que produce el movimiento del segui-
dor descrito por la funcio´n z(θ). Para obtener las ecuaciones de la leva se
estudiara´ el movimiento invertido del seguidor con respecto de la leva, de
forma que la leva se considerara´ fija y el seguidor tendra´ un movimiento
combinado de rotacio´n/traslacio´n.
En los tramos de reposo, el perfil de leva es trivial y se obtiene mediante
un arco de circunferencia centrado en el centro de la leva. En los apartados
siguientes veremos el caso particular del seguidor puntual y el caso ma´s
general.
6.5.1. Obtencio´n del perfil de leva con seguidor puntual
En el caso del seguidor puntual mostrado en la figura 6.22, en el movi-
miento normal a un giro θ de la leva le corresponde un desplazamiento z(θ)
del seguidor, mientras que en el movimiento invertido, la leva se considera
fija y el seguidor se desplaza unido a un par prisma´tico que permite su giro
y su traslacio´n. Llamando {l} al sistema de referencia de la leva y {s} al
sistema de referencia del seguidor, en el movimiento invertido podremos
escribir con facilidad las coordenadas de un punto gene´rico P del perfil de
leva en el sistema de referencia {s}:
srP =
{
sxP
syP
}
=
{ −e
z(θ)
}
(6.36)
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Teniendo en cuenta que la matriz de cambio de base lRs es
lRs =
[
cos θ sen θ
− sen θ cos θ
]
(6.37)
se puede obtener
lrP =
lRs
srP (6.38)
que constituyen las ecuaciones parame´tricas del perfil de leva en funcio´n de
θ.
6.5.2. Obtencio´n del perfil de leva con seguidor de forma
general
En el caso del seguidor no puntual, los puntos de la superficie de la leva
se obtienen como envolvente de un haz de curvas o rectas. Por ejemplo, en
el caso del seguidor de rodillo mostrado en la figura 6.23, la superficie de la
leva es la envolvente interior de un haz de circunferencias, y en el caso del
seguidor plano de la figura 6.24 la superficie de la leva es la envolvente del
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haz de rectas compuesto por el pie del seguidor. En ambos casos, es sencillo
obtener la ecuacio´n del rodillo o de la recta en funcio´n de θ. Llamando
f(x, y, θ) a la ecuacio´n de cada rodillo o recta, la envolvente a todas ellas
es el perfil de leva, y se obtiene de las ecuaciones: f(x, y, θ) = 0∂f
∂θ
= 0
(6.39)
Por ejemplo, en la figura 6.25 el centro P del rodillo se obtiene como
srP =
{
sxP
syP
}
=
{ −e
z(θ)
}
(6.40)
y en funcio´n del sistema de referencia de la leva:
lrP =
lRs
srP =
{
lxP
lyP
}
=
{ −e cos θ + z(θ) sen θ
e sen θ + z(θ) cos θ
}
(6.41)
Identificando el sistema de referencia de la leva {l} con el sistema de
referencia fijo {0}, de modo que x = lx, y = ly, lxP = xP , lyP = yP , se
puede escribir la ecuacio´n del rodillo como
f(x, y, θ) = (x− xP )2 + (y − yp)2 − r2 = 0 (6.42)
que se puede introducir en las ecuaciones 6.39 para obtener las ecuaciones
parame´tricas del perfil de leva. Una dificultad de este me´todo proviene de
que frecuentemente existen ma´s de una envolvente, como por ejemplo en el
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caso del seguidor de rodillo en que hay una envolvente exterior a los rodillos
y otra interior. Lo´gicamente, el perfil de leva es la envolvente interior, pero
el proceso de obtencio´n anal´ıtica no discrimina entre una y otra, por lo que
hay encontrar la forma de separarlas.
Sin embargo, habitualmente no es preciso utilizar el me´todo general, ya
que en los dos casos de seguidor de rodillo y de pie plano existen soluciones
ma´s directas, que veremos en los dos apartados siguientes.
6.5.3. Obtencio´n del perfil de leva con seguidor de rodillo
En un seguidor de rodillo, la curva primitiva es paralela al perfil de
leva, aunque se encuentra separada de ella una distancia r igual al radio
del rodillo. Dicho paralelismo se manifiesta en que a cada punto P de la
curva primitiva le corresponde otro punto del perfil de leva situado a una
distancia r en la direccio´n opuesta al vector normal n.
El a´ngulo β que forma el vector tangente u con la horizontal se puede
calcular tomando derivadas de las coordenadas xP e yP de la ecuacio´n 6.41,
teniendo en cuenta que
tanβ =
dyP
dxP
=
dyP /dθ
dxP /dθ
=
y′P
x′P
(6.43)
Y de aqu´ı se deduce el valor de β(θ). En funcio´n de dicho a´ngulo, po-
demos escribir el vector normal n como
n =
{ − senβ
cosβ
}
(6.44)
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Figura 6.28: Angulo de presio´n.
Y, finalmente, se pueden escribir las ecuaciones parame´tricas de la leva
superficie de la leva mediante la expresio´n:{
x(θ)
y(θ)
}
=
{
xP (θ) + r senβ(θ)
yP (θ)− r cosβ(θ)
}
(6.45)
El radio de curvatura ρ de cada punto de la leva se puede calcular
mediante la expresio´n
1
ρ
=
|x′y′′ − y′x′′|
(x′2 + y′2)
3
2
(6.46)
6.5.4. Obtencio´n del perfil de leva con seguidor de plano
En un seguidor de plano, las coordenadas xP , yP vienen tambie´n dadas
por la ecuacio´n 6.41. Teniendo en cuenta, segu´n se ha visto en la ecuacio´n
6.8, que la distancia entre el centro de la leva y el punto de contacto es z′,
se puede escribir:{
x(θ)
y(θ)
}
=
{
xp(θ) + z
′ cos θ
yP (θ)− z′ sen θ
}
(6.47)
que constituyen las ecuaciones parame´tricas de la leva.
6.6. Factores que influyen en el a´ngulo de presio´n
Segu´n se ha visto anteriormente, el esfuerzo principal entre la superficie
de la leva y el seguidor (prescindiendo del rozamiento) lleva la direccio´n de
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la normal al perfil de leva, como se muestra en la figura 6.28. El a´ngulo α
que forma la l´ınea normal con el eje del seguidor se denomina a´ngulo de
presio´n y determina los esfuerzos que soportan las gu´ıas del seguidor.
Como criterio general de disen˜o, se trata de que el a´ngulo de presio´n sea
tan pequen˜o como sea posible. Por ello, se recomienda habitualmente que α
no sobrepase los 30o, aunque cuando las cargas son ligeras y la lubricacio´n
es buena se puede llegar hasta los 45o.
Los dos factores con mayor influencia en la a´ngulo de presio´n son:
El radio de la circunferencia base
El factor que ma´s influye en el a´ngulo de presio´n es el radio de la
circunferencia base R0. A mayor valor de R0, menor valor de α, ya
que al aumentar R0 aumenta tambie´n el radio de curvatura del per-
fil del leva, parecie´ndose la leva cada vez ma´s a un disco circular,
cuyo a´ngulo de presio´n es nulo. Lo´gicamente, el l´ımite superior de
R0 viene determinado por taman˜o ma´ximo de leva permitido por las
especificaciones.
La excentricidad
La excentricidad del seguidor tambie´n influye en el a´ngulo de presio´n.
Para estudiar su influencia, consideremos la leva con seguidor puntual
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Figura 6.30: Seguidor exce´ntrico hacia la derecha.
representada en la figura 6.29, junto con su diagrama de desplaza-
mientos z(θ). La figura 6.30 muestra una leva con ide´ntico diagrama
de desplazamientos z(θ) que la leva anterior, y tiene la misma circun-
ferencia base, pero en este caso el seguidor es exce´ntrico. La figura
6.31 representa una tercera leva, similar a las dos anteriores, pero con
el seguidor desplazado exce´ntricamente en la direccio´n contraria a la
segunda leva.
Para comparar la variacio´n del a´ngulo de presio´n en las tres levas, se
ha dividido cada revolucio´n completa en 12 partes y se han dibuja-
do la posicio´n del seguidor en el punto 9 del movimiento invertido.
Como se ve, el desplazamiento del seguidor hacia la derecha (figura
6.30) o izquierda (figura 6.31) produce un a´ngulo de presio´n distinto
del a´ngulo α de la posicio´n central (figura 6.29). Llamando αd9 al
a´ngulo de presio´n con desplazamiento hacia la derecha en la posicio´n
9, y αi9 al a´ngulo ana´logo con desplazamiento izquierdo, observamos
que αi9 < α < αd9. Si repitie´ramos el mismo proceso con la posicio´n 3,
ver´ıamos que el resultado seria el contrario: αi3 > α > αd3. Por tanto,
concluimos que el desplazamiento del seguidor provoca el crecimiento
de α en unas regiones de la leva y la disminucio´n en otras. Concre-
tamente, esta variacio´n representa un desplazamiento de la gra´fica
del a´ngulo de presio´n frente a θ, hacia arriba o hacia abajo segu´n el
desplazamiento se produzca en un sentido o en otro.
6.7. Limitaciones en el dia´metro de los rodillos 211
1
2
3
4
0
5 6
7
8
9
10
11
q
ai9
Figura 6.31: Seguidor exce´ntrico hacia la izquierda.
Teniendo en cuenta que para segurar el contacto leva-seguidor existe
un muelle antagonista que se comprime en la carrera de ascenso, el
muelle alcanzara´ su ma´xima fuerza en el momento en que el seguidor
alcance la posicio´n ma´s elevada de su carrera. Puesto que el momento
resistente producido en las gu´ıas crece al crecer el a´ngulo de presio´n
y el esfuerzo normal, para mantener dicho momento dentro de l´ımites
tolerables interesara´ reducir el a´ngulo de presio´n en los momentos en
que el esfuerzo normal es ma´s elevado, al comprimirse el muelle. En
conclusio´n, el desplazamiento exce´ntrico del seguidor se debe disen˜ar
de forma que el a´ngulo de presio´n se vea reducido cuando la fuerza
alcance sus valores ma´ximos, a costa de aumentarlo cuando la fuerza
sea mı´nima.
6.7. Limitaciones en el dia´metro de los rodillos
El dia´metro del rodillo del seguidor debe ser lo ma´s grande posible para
que las tensiones en la superficie de la leva sean reducidas. Sin embargo, si
el radio de curvatura de la curva primitiva en cualquiera de sus puntos es
menor que el radio del rodillo, el perfil teo´rico de la leva es una superficie
que intersecta consigo misma, por lo que su construccio´n en imposible. Para
ver esto, observemos la figura 6.32. Cuando el radio del rodillo r es menor
que el de la curva primitiva ρp, el perfil de la leva queda definido de forma
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
212 Cap´ıtulo 6. Levas
Rodillo
Curva primitiva
rp
rc
R
Perfil de leva
Figura 6.32: r < ρp.
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Figura 6.33: r = ρp
un´ıvoca. Como se puede ver, el perfil de leva es paralelo a la l´ınea primitiva
y su radio local de curvatura es
ρc = ρp − r (6.48)
Cuando el radio del rodillo va creciendo, como en la figura 6.32, hasta
llegar al caso l´ımite r = ρp, el radio de curvatura de la leva se vuelve
nulo, adoptando una forma de pico agudo. Lo´gicamente, esto producir´ıa
tensiones muy elevadas que se deben evitar. Por ello, las levas se construyen
de manera que el radio del rodillo sea ma´s pequen˜o que el menor radio de
curvatura de la leva.
Si el radio del rodillo llegara a ser mayor que el radio de curvatura de la
curva primitiva (figura 6.34), la envolvente de las posiciones del rodillo tiene
la forma mostrada en la figura del centro que, como se ve, intersecta consigo
misma. Esto quiere decir que si se utiliza una herramienta con forma de
rodillo para tallar el perfil de leva, se eliminara´ el material limitado por el
punto de interseccio´n de la curva, mostrado en color ma´s oscuro. A este
feno´meno se le denomina interferencia de tallado.
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Figura 6.34: r > ρp.
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Cap´ıtulo 7
Engranajes cil´ındricos rectos
7.1. Clasificacio´n de los engranajes
Los engranajes son elementos que permiten transmitir rotaciones entre
ejes con una relacio´n de velocidades angulares constante. Aunque este mis-
mo objetivo se puede lograr tambie´n mediante correas, cadenas, ruedas de
friccio´n o mecanismos de barras articuladas, los engranajes son quiza´ los
elementos ma´s versa´tiles y los que presentan menores limitaciones. Por
ejemplo, las cadenas y correas son alternativas silenciosas y de bajo coste,
pero tienden a ocupar un volumen superior y su capacidad de transmisio´n
de potencia es limitada. Los engranajes, en cambio, son compactos, senci-
llos de fabricar, pueden transmitir grandes potencias y esta´n normalizados,
razones por las que su presencia es ubicua en todo tipo de ma´quinas, en
forma de reductores, multiplicadores, cajas de cambios, diferenciales, etc.
Los engranajes se clasifican en tres grupos, atendiendo a la disposicio´n
de sus ejes:
a. Ejes paralelos −→ engranajes cil´ındricos
Dientes rectos: pueden ser exteriores (figura 7.1) o interiores.
Pin˜o´n–cremallera (figura 7.2).
Dientes helicoidales (figura 7.3) y Herringbone (figura 7.4).
b. Ejes que se cortan −→ engranajes co´nicos
Dientes rectos (figura 7.5).
Dientes espirales (figura 7.6).
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Figura 7.1: Rectos exteriores. Figura 7.2: Pin˜o´n-cremallera.
Figura 7.3: Helicoidales. Figura 7.4: Helicoidales Herringbone.
c. Ejes que se cruzan
Hipoides (figura 7.7).
Sinf´ın-corona (figura 7.8).
Helicoidales de ejes cruzados (figura 7.9).
7.2. Ley general de engrane. Perfiles conjugados
Los engranajes antiguos, como los mostrados en la figura 7.10 se fabri-
caban de madera y constaban de un elemento circular en forma de rueda
sobre el que se montaban piezas salientes igualmente espaciadas, de modo
que los salientes de la rueda motriz encajaban en los de la rueda conducida
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Figura 7.5: Engranajes co´nicos. Figura 7.6: Co´nicos espirales.
Figura 7.7: Hipoides. Figura 7.8: Sinf´ın-corona. Figura 7.9: Ejes cruzados.
Figura 7.10: Engranajes antiguos.
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Figura 7.11: Transmisio´n de la rotacio´n por contacto directo.
y la arrastraban. Al margen de otras consideraciones sobre su resistencia
y eficiencia, estos engranajes adolecen de una severa limitacio´n cinema´ti-
ca que impide su utilizacio´n, excepto a velocidades muy bajas, ya que la
relacio´n de velocidades angulares entre los ejes de entrada y salida so´lo es
constante en promedio, pero no lo es cada instante, provocando aceleracio-
nes elevadas, ruido y vibraciones. Concluimos, por tanto, que una propiedad
esencial de los engranajes para su correcto funcionamiento es que la relacio´n
de velocidades angulares sea constante en todo momento.
Los engranajes transmiten el movimiento mediante contacto directo en-
tre dos superficies curvas como las de la figura 7.11 y, como se vio en el
cap´ıtulo precedente, la relacio´n de velocidades angulares se puede escribir
en funcio´n de la posicio´n del punto P , interseccio´n de la l´ınea de centros
con la normal a los perfiles en el punto de contacto:
ω1
ω2
=
O2P
O1P
(7.1)
Para que la relacio´n ω1/ω2 permanezca constante es necesario que el
punto P permanezca invariable en la l´ınea de centros. A esta condicio´n
se la conoce como ley general de engrane y los perfiles que la cumplen se
denominan perfiles conjugados.
El movimiento de los perfiles conjugados es equivalente a la rodadura de
dos circunferencias de radios R1 = O1P y R2 = O2P , denominadas circun-
ferencias primitivas. Conviene no confundir dicho movimiento de rodadura
equivalente con el contacto real entre las superficies, que no es de rodadura
pura, sino que los puntos de contacto tienen una velocidad de deslizamiento
en la direccio´n tangente al contacto entre los dientes, razo´n por la que los
engranajes deben funcionar con lubricacio´n.
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Figura 7.12: Evolvente de circunferencia.
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7.3. Engranajes de evolvente
De la seccio´n anterior se deduce la necesidad de encontrar unos perfiles
conjugados que, satisfaciendo la ley general de engrane, sean sencillos de
construir. De entre los mu´ltiples perfiles posibles, el ma´s extendido es la
curva evolvente de circunferencia, que se utiliza en la mayor parte de los
engranajes rectos y helicoidales.
La evolvente se puede definir como la trayectoria descrita por el extremo
de un hilo que se desenrolla de una circunferencia, denominada circunferen-
cia base, como se muestra en la figura 7.12. Alternativamente, una evolvente
de circunferencia se puede definir como el lugar geome´trico de los puntos
cuyo centro de curvatura es una circunferencia. Como se puede ver en la
figura, la normal a la evolvente en un punto cualquiera es tangente a la
circunferencia base, y su tangente es normal al hilo que se desenrolla.
Observando la figura 7.13, podemos ver que el arco ÂB coincide con
la l´ınea AT , ya que representan los estados enrollado y estirado del hilo.
Llamando ρ al radio de la circunferencia base, se cumple
ρ tanφ = ρ (θ + φ) (7.2)
Despejando θ:
θ = tanφ− φ = Ev(φ) (7.3)
donde Ev(φ) se denomina funcio´n evolvente de φ. El a´ngulo φ se puede
despejar de la ecuacio´n anterior empleando la funcio´n inversa:
φ = Ev−1(θ) (7.4)
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Figura 7.14: Engrane entre perfiles de evolvente.
Volviendo a la figura 7.13, podemos escribir
r =
ρ
cosφ
=
ρ
cos (Ev−1(θ))
(7.5)
que representa la ecuacio´n anal´ıtica de la evolvente en coordenadas polares.
Entre las propiedades de los perfiles de evolvente podemos destacar las
siguientes:
a. Engranan a cualquier distancia entre centros: sean las dos cir-
cunferencias base con centros O1 y O2, y dos perfiles de evolvente,
de los que la figura 7.14 muestra tres posiciones distintas de su movi-
miento relativo. Hemos visto que la normal en cualquier punto de la
evolvente es tangente a la circunferencia base. Por tanto, la normal
comu´n a las dos evolventes en el punto de contacto ha de ser tangente
a cada una de las circunferencias base, lo que implica que la normal
es tangente simulta´neamente a las dos circunferencias base. En la fi-
gura 7.14 se observa co´mo el punto de contacto se va desplazando a
medida que las circunferencias giran pero el punto P , interseccio´n de
la l´ınea de centros con la normal comu´n a los dos perfiles permanece
constante.
La figura 7.15 muestra lo que ocurre cuando los mismos dos perfiles
de la figura 7.14 engranan a una distancia entre centros d < D. Se
puede ver co´mo los centros de las dos circunferencias esta´n, en este,
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d
Figura 7.15: Engrane entre perfiles de evolvente a una distancia d < D.
caso ma´s pro´ximos. Sin embargo, durante el movimiento de rotacio´n
la interseccio´n de la normal con la l´ınea de centros sigue siendo un
punto fijo. Por tanto, podemos concluir que los perfiles de evolvente
satisfacen la ley general de engrane cualquiera que sea distancia entre
los centros de las circunferencias base.
b. Su movimiento equivale a la rodadura de sus circunferencias
base: como se va visto, el movimiento de de los engranajes que satis-
facen la ley general de engrane equivale a la rodadura de sus circun-
ferencias primitivas. En los engranajes de evolvente, adema´s, como se
ve en la figura 7.16, la proporcionalidad de los tria´ngulos obliga a que
el cociente entre los radios de las circunferencias primitivas R1/R2 sea
ide´ntico al cociente entre los radios de las circunferencias base ρ1/ρ2,
de forma que
ω1
ω2
=
R2
R1
=
ρ2
ρ1
(7.6)
resultado que permite interpretar el movimiento de dos engranajes
como el de rodadura entre sus circunferencias base, unidas a trave´s
de una correa imaginaria mostrada en trazo gris.
c. La l´ınea de engrane es una recta: se llama l´ınea de engrane al
lugar geome´trico de los puntos de contacto entre perfiles conjugados.
Como se ha visto en la figura 7.14, este lugar geome´trico es una recta
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
222 Cap´ıtulo 7. Engranajes cil´ındricos rectos
r2
r1
R2
R1
Figura 7.16
O2
O1
A
P
B
Y
Figura 7.17
en los perfiles de evolvente. En la figura 7.17 se puede ver la l´ınea de
engrane, que es el segmento AB.
La l´ınea de engrane es tambie´n la normal comu´n a los dos perfiles
de evolvente por lo que indica la direccio´n a lo largo de la cual se
transmiten los esfuerzos entre los dientes. Al a´ngulo ψ que forma
la l´ınea de engrane con la horizontal se le conoce como a´ngulo de
presio´n, que en los engranajes normalizados vale 20o. El a´ngulo de
presio´n var´ıa al modificar la distancia entre centros.
d. Los perfiles de evolvente son fa´ciles de generar
En la figura 7.18 se muestran dos perfiles de evolvente y sus corres-
pondientes circunferencias primitivas. El movimiento de la rueda 1
considerando la rueda 2 como fija es una rodadura de la circunferen-
cia primitiva 1 sobre la 2. Durante su movimiento, del que se muestran
seis fotogramas, el perfil 1 va pasando por sucesivas posiciones, perma-
neciendo tangente al perfil 2. El conjunto de las sucesivas posiciones
que alcanza el perfil 1 a lo de su movimiento pueden interpretarse
como un haz de curvas cuya envolvente es, precisamente, el perfil de
evolvente 2.
Supongamos ahora que hacemos crecer hasta el infinito el radio pri-
7.3. Engranajes de evolvente 223
O2
O1
P
B
y
1
2
 
1 2 3
4 5 6
Figura 7.18: Movimiento invertido entre dos perfiles de evolvente.
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Figura 7.19: Movimiento invertido entre evolvente y una recta.
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Figura 7.20: Nomenclatura de los engranajes.
mitivo de la circunferencia 1, obteniendo el resultado de la figura 7.19,
en el que la circunferencia primitiva 1 se ha transformado en la recta
1, al tiempo que el perfil de evolvente 1 se ha transformado en una
recta inclinada que forma un a´ngulo ψ con la vertical. Puesto que la
recta se ha obtenido por un proceso de paso al l´ımite, debe ser tam-
bie´n un perfil conjugado a la evolvente 2. Por ello, al hacer rodar la
l´ınea primitiva 1 sobre la circunferencia 2, como se ilustra mediante
tres fotogramas, la recta inclinada que esta´ solidariamente unida a la
recta 1, genera una envolvente que coincide con el perfil de evolvente
2. Como se vera´ ma´s adelante, esta propiedad se utiliza para generar
en la pra´ctica dientes de engranaje.
7.4. Nomenclatura y estandarizacio´n
El contacto entre dos perfiles de evolvente no asegura ni la continuidad
del movimiento en una revolucio´n completa ni el cara´cter bidireccional de la
transmisio´n de potencia, ya que en un sentido los perfiles se separara´n. La
solucio´n a ambos problemas es el dentado caracter´ıstico de los engranajes,
consistente en disponer una sucesio´n de perfiles de evolvente, agrupados por
parejas sime´tricas formando dientes. El dentado de los engranajes esta´ suje-
to a diversas normas de estandarizacio´n UNE e ISO. La figura 7.20 muestra
la nomenclatura ma´s comu´nmente utilizada.
Especialmente importantes son tres arcos medidos sobre la circunferen-
cia primitiva: el espesor del diente ÂB, la anchura del hueco B̂C y el paso
circular p = ÂC. Por razones pra´cticas, para evitar las medidas circunfe-
renciales en la denominacio´n de los engranajes, se define el mo´dulo como
m =
p
pi
(7.7)
Llamando z al nu´mero de dientes y R al radio primitivo, el paso p se
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puede escribir como
p =
2pi R
z
(7.8)
Comparando las ecuaciones 7.7 y 7.8, se obtiene la relacio´n entre el
radio primitivo y el mo´dulo
R =
mz
2
(7.9)
Las normas ISO para Espan˜a contienen tres series de mo´dulos, de las
que se recomienda utilizar los mo´dulos de la serie I siempre que sea posible
y evitar los mo´dulos de la serie III salvo casos imprescindibles.
Serie I (mm) 1 1,25 1,5 2 2,5 3 4 5 . . .
Serie II (mm) 1,25 1,375 1,75 2,25 2,75 3,5 4,5 5,5 . . .
Serie III (mm) − − − − 3,25 3,75 − 6,5 . . .
Tabla 7.1: Extracto de la tabla de mo´dulos ISO.
Asimismo, se encuentran normalizados, entre otros, las siguientes di-
mensiones:
El espesor del diente: coincide con la anchura del hueco, por lo
que su valor es p/2.
El a´ngulo de presio´n ψ: se recomienda emplear ψ = 20o pero, si es
necesario, se puede utilizar tambie´n los a´ngulos ψ = 14,5o y ψ = 25o.
El addendum a: su dimensio´n es a = m en los dientes normales y
=a = 0,75m en los dientes cortos.
El dedendum d: su dimensio´n es d = 1,25m en los dientes normales
y d = m en los dientes cortos.
Por consideraciones geome´tricas obvias se concluye que, para que dos
engranajes engranen, es necesario que tengan el mismo paso circular, como
se aprecia en la figura 7.21, donde la diferencia entre p1 y p2 impide el
encaje de los dientes de uno en los huecos del otro. Por lo tanto, se debe
cumplir
p1 = p2 (7.10)
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p1
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Figura 7.21: Necesidad de la igualdad de pasos circulares.
De las ecuaciones 7.6, 7.9 y 7.10 se puede escribir la identidad
ω1
ω2
=
R2
R1
=
ρ2
ρ1
=
z2
z1
(7.11)
Para que las ruedas dentadas con perfil de evolvente sean intercambia-
bles entre s´ı, deben de cumplir las siguientes condiciones:
Tener el mismo mo´dulo (lo que equivale al mismo paso circular).
Tener igual a´ngulo de presio´n de generacio´n ψ.
Presentar addendum y dedendum normalizados.
Tener anchura del hueco igual al espesor del diente sobre la circunfe-
rencia primitiva.
En un par de engranajes se denomina rueda al de mayor dia´metro y
pin˜o´n al de menor dia´metro.
7.5. Generacio´n de engranajes
Los engranajes se pueden fabricar en infinidad de materiales, taman˜os,
formas y tolerancias, lo que conlleva un gran nu´mero de me´todos posibles de
fabricacio´n. Por ejemplo, los engranajes de pequen˜o taman˜o y potencia se
fabrican a muy bajo precio mediante inyeccio´n de pla´stico. Los engranajes
de mayor potencia y resistencia se fabrican habitualmente por procesos de
mecanizado, y en algunas aplicaciones mediante consolidacio´n de polvos o
electro-erosio´n.
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Figura 7.22 Figura 7.23
Figura 7.24
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7.5.1. Generacio´n por cremallera
Aprovechando la propiedad vista en el apartado 7.3, se pueden unir
varios planos inclinados sobre la misma l´ınea primitiva para formar un
dispositivo llamado cremallera. La figura 7.22 muestra una cremallera y
su l´ınea primitiva, as´ı como las circunferencias exterior, primitiva y base
de un cilindro. Al hacer rodar la l´ınea primitiva de la cremallera sobre la
circunferencia primitiva del cilindro cada plano inclinado de la cremallera
generara´ un perfil de evolvente. El resultado final, ilustrado en la figura
7.23, muestra co´mo se han generado todos los dientes del engranaje tras
esta operacio´n. La figura 7.24 muestra un detalle de la generacio´n de uno
de los dientes.
Para mecanizar un engranaje se parte de un cilindro macizo y de una
herramienta de corte en forma de cremallera, que se puede desplazar en la
direccio´n del eje del cilindro. Para generar los dientes, se reproduce el movi-
miento de rodadura de la cremallera sobre el cilindro mediante la operacio´n
ilustrada en la figura 7.25, que se puede resumir en los siguientes pasos:
a. La cremallera se retira y se situ´a el cilindro de manera que la l´ınea
primitiva del cilindro y de la cremallera sean coincidentes
b. Se desplaza la cremallera en la direccio´n del eje del cilindro, cortando
el material que interfiere con los dientes de la cremallera.
c. Se retira la cremallera. A continuacio´n se gira el cilindro un pequen˜o
a´ngulo ∆ϕ y se desplaza la cremallera una distancia R∆ϕ. Cuanto
ma´s pequen˜o sea ∆ϕ, mejor sera´ el acabado del engranaje.
d. Se desplaza la cremallera de nuevo en direccio´n del eje del cilindro,
eliminando de nuevo el material que interfiere con la cremallera.
e. Se repiten los pasos 3 y 4 hasta que se completan los 360 grados.
Un inconveniente de la generacio´n por cremallera es que son necesarias
cremalleras de gran longitud para tallar engranajes de dia´metro elevado.
Por ello, en lugar de cremalleras se pueden utilizar herramientas para fre-
sado en forma de tornillo cuya seccio´n longitudinal es la de una cremallera.
El tallado de engranajes con este tipo de herramientas se realiza mediante
una fresadora.
La generacio´n de engranajes con cremallera o fresa puede producir el
feno´meno de interferencia de tallado, que se produce al tallar parte del perfil
por debajo de la circunferencia base. La l´ınea de engrane es el segmento CD
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Figura 7.25: Tallado de un engranajes mediante cremallera.
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Figura 7.26: Interferencia de tallado.
de la figura 7.26, donde se representa la situacio´n l´ımite en que el punto C
se encuentra sobre la circunferencia base. Si el addendum de la cremallera
fuese mayor, la l´ınea exterior de la cremallera ser´ıa como la indicada con
l´ınea de trazos, y la l´ınea de engrane deber´ıa continuar hacia la izquierda
del punto C. Como esto no ocurre, la cremallera interfiere con el diente
recie´n generado debajo de la circunferencia base, genera´ndose un perfil con
forma co´ncava que debilita el diente.
Teniendo en cuenta que las cremalleras normalizadas tienen un adden-
dum igual al mo´dulo, la condicio´n para evitar la interferencia de tallado se
puede escribir como:
m ≤ PE = OP −OE = R−R cos2ψ = R sen2ψ (7.12)
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Figura 7.27: Diente con interferencia de tallado.
Sustituyendo m = 2R/z, la desigualdad queda finalmente
z ≥ 2
sen2ψ
(7.13)
lo que representa una limitacio´n al nu´mero mı´nimo de dientes que se pueden
tallar sin que haya interferencia de tallado. En los engranajes normalizados
el a´ngulo de presio´n es ψ = 20o, lo que en la pra´ctica implica que no se
pueden tallar engranajes de menos de 18 dientes. La figura 7.27 muestra el
efecto de la interferencia de tallado al tallar un engranaje de 10 dientes y
m =1 mm.
Cuando es necesario tallar engranajes de menos de 18 dientes, se ha de
adoptar alguna de las siguientes alternativas:
a. Disminuir el taman˜o del addendum de la cremallera a 0,8m. Entonces
la limitacio´n anterior se convierte en
z ≥ 1,6
sen2ψ
(7.14)
que permite tallar engranajes de hasta 14 dientes.
b. Aumentar el a´ngulo de presio´n a ψ = 25o. La ecuacio´n 7.11 limita
entonces el nu´mero de dientes a 12.
c. Tallar engranajes corregidos, es decir, con cremallera desplazada, co-
mo se explicara´ ma´s detenido en apartados posteriores.
Por u´ltimo, es necesario recordar que la generacio´n con cremallera sola-
mente genera perfil de evolvente por encima de la circunferencia base, por
lo que el perfil existente por debajo de e´sta no cumple la ley general de
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Figura 7.28: Perfil bajo la circunferencia base.
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Figura 7.29: Tallado con pin˜o´n.
engrane, luego no sirve para engranar. Habitualmente este perfil esta´ com-
puesto por tramos rectos terminados con radios de acuerdo, como se indica
en la figura 7.28.
7.5.2. Generacio´n por pin˜o´n
Como todos los perfiles de evolvente son conjugados entre s´ı, tambie´n
podemos generar un engranaje utilizando una herramienta de corte con
forma de pin˜o´n. El proceso de tallado, representado en la figura 7.29, es
similar al de la generacio´n con cremallera. En este caso tambie´n puede
producirse la interferencia de tallado, aunque el problema es menos cr´ıtico
pues, al ser curva la trayectoria de los dientes del pin˜on, se aleja del punto
l´ımite C de la figura 7.26. Una de las ventajas del tallado por pin˜o´n es
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Figura 7.30: Interferencia de funcionamiento.
que sirve para fabricar engranajes interiores, que no pueden ser fabricados
mediante cremallera.
En los engranajes tallados con pin˜o´n puede aparecer la denominada
interferencia de funcionamiento, que se presenta cuando, tras tallar con
pin˜o´n un engranaje de radio exterior Rext, se le hace engranar con otro
de radio exterior R′ext > Rext. La figura 7.30 muestra la zona donde se
produce la interferencia. Como se aprecia en la ampliacio´n, la l´ınea de
engrane producida al tallar con el pin˜o´n de radio Rext termina en el punto
C, mientras que para engranar con R′ext deber´ıa terminar en C ′, lo que
implica que entre los puntos C y C ′ el contacto se producira´ sin perfil de
evolvente. Para evitar la interferencia de funcionamiento, los pin˜ones de
tallado suelen tener un addendum mayor que el mo´dulo.
7.6. Arco de conduccio´n y relacio´n de contacto
La figura 7.31 muestra las circunferencias exterior, primitiva y base de
dos engranajes cuyo segmento de engrane es AB. La figura 7.32 muestra
co´mo el punto A del segmento de engrane representa la posicio´n en que los
dientes toman contacto por primera vez y B la posicio´n en que lo pierden.
Para pasar de A a B los engranajes deben girar un a´ngulo γ, denominado
a´ngulo de conduccio´n que, en general, es diferente para cada engranaje. Sin
embargo, debido a que entre las circunferencias primitivas hay rodadura,
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Figura 7.32: Toma y pe´rdida de contacto entre dientes.
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el arco interceptado sobre la circunferencia primitiva por cada uno los dos
a´ngulos de conduccio´n es el mismo, y se le conoce como arco de conduccio´n.
Al segmento AP se le denomina segmento de aproximacio´n y al PB
segmento de alejamiento. Al a´ngulo γa girado por el engranaje para pasar
de A a P se le denomina a´ngulo de aproximacio´n y al a´ngulo γr girado para
pasar de P a B se le denomina a´ngulo de alejamiento.
La figura 7.33 muestra la circunferencia base y el flanco de un diente
en dos posiciones distintas, correspondientes a los puntos A y P , separadas
un a´ngulo γa. Por las propiedades de la evolvente, el flanco A
′A se puede
imaginar generado por un hilo que inicialmente estuviese enrollado sobre
CA′ y que actualmente se encuentra coincidente con CA. Ana´logamente,
el flanco P ′P se puede generar mediante un hilo que inicialmente estaba
sobre CP ′ y que actualmente coincide con CP . Por tanto, el segmento CP
coincide con el arco Â′P ′. Matema´ticamente:
AP = A′P ′ = ρ1 γa (7.15)
y ana´logamente para PB:
PB = P ′B′ = ρ1 γr (7.16)
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Despejando γa y γr, tenemos
γa =
AP
ρ1
(7.17)
γr =
PB
ρ1
(7.18)
De la figura 7.31 deducimos
AP = AC1 − PC1 =
√
(R1 + a1)2 − ρ21 −R1 senψ (7.19)
PB = BC2 − PC2 =
√
(R2 + a2)2 − ρ22 −R2 senψ (7.20)
Llamando α al arco de conduccio´n, podemos escribir
α = R1 (γa + γr) = R1
(
AP
ρ1
+
PB
ρ1
)
=
R1
ρ1
(√
(R1 + a1)2 − ρ21+
+
√
(R2 + a2)2 − ρ22 − (R1 +R2) senψ
)
(7.21)
Se llama relacio´n de contacto al cociente entre el arco de conduccio´n y
el paso circular. En funcio´n del mo´dulo, la relacio´n de contacto se escribe
como
rc =
α
mpi
(7.22)
La relacio´n de contacto es un para´metro importante que cuantifica el
nu´mero de dientes que esta´n en contacto en cada instante. Por ejemplo, una
relacio´n de contacto de 1,8 equivale a que el 80 % del tiempo hay dos parejas
de dientes en contacto y el 20 % so´lo una pareja. La relacio´n de contacto es,
obviamente, mayor que la unidad y depende fundamentalmente del radio
de los engranajes.
7.7. Ca´lculo del espesor del diente
Para estudiar el espesor de un diente partimos de la figura 7.34, en la que
se consideran dos puntos cualesquiera T y A. Para el punto T definimos los
a´ngulos θT y βT , tomando como referencias, respectivamente, el punto de
arranque del perfil de evolvente y el punto medio del diente. Ana´logamente,
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definimos los a´ngulos θA y βA, no dibujados en la figura. Llamando RT y
RA a los radios en T y A, y eT y eA a sus espesores, podemos escribir:
eT = 2RTβT (7.23)
eA = 2RAβA (7.24)
Por definicio´n, se verifica la igualdad
θT + βT = θA + βA (7.25)
Sustituyendo el valor del a´ngulo θ por la funcio´n Ev(φ) segu´n se ha
visto en la ecuacio´n 7.3, se obtiene:
Ev(φT ) + βT = Ev(φA) + βA (7.26)
Despejando βT y sustituyendo en la ecuacio´n 7.23, tenemos
eT = 2RT βA + 2RT [Ev(φA)− Ev(φT )] (7.27)
Despejando ahora βA de la ecuacio´n 7.24 y sustituyendo,
eT = RT
{
eA
βA
+ 2 [Ev(φA)− Ev(φT )]
}
(7.28)
expresio´n que permite calcular el espesor del diente en la circunferencia
T conocido el espesor en la circunferencia A. Habitualmente, se conoce el
espesor en la circunferencia primitiva, que es la mitad del paso circular,
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es decir, eA = mpi/2. Por otra parte, se puede comprobar fa´cilmente que
el a´ngulo φA sobre la circunferencia primitiva coincide con el a´ngulo de
presio´n de tallado, cuyo valor es ψ = 20o para los engranajes normalizados.
Esta expresio´n permite verificar la condicio´n de apuntamiento, consis-
tente en evaluar el espesor del diente sobre la circunferencia exterior. En
determinadas circunstancias, el espesor en la circunferencia exterior pue-
de reducirse tanto que el diente adopte forma puntiaguda que debilite su
resistencia.
7.8. Engranajes corregidos
7.8.1. Limitaciones de los engranajes normales
Los engranajes vistos hasta ahora se denominan normales o tallados a
cero, y en su generacio´n se hace rodar la l´ınea primitiva de la cremallera
sobre la circunferencia primitiva del engranaje que se fabrica. En dichos
engranajes, la l´ınea primitiva de la cremallera coincide con la l´ınea media,
es decir, aque´lla en que el espesor del diente coincide con la anchura del
hueco. Estos engranajes presentan dos limitaciones importantes:
Hay un nu´mero mı´nimo de dientes por debajo del cual aparece el
feno´meno de interferencia de tallado, dado por la desigualdad z ≥
2 sen2 ψ
La distancia de funcionamiento sin holguras viene fijada por la rela-
cio´n d = m(z1 + z2)/2. Puesto que m esta´ normalizado y so´lo puede
tomar valores discretos, y los nu´meros de dientes z1 y z2 son valores
enteros, resulta que d so´lo puede tomar una conjunto discreto de va-
lores. Por tanto, en caso de que la distancia de funcionamiento venga
fijada por otros criterios de disen˜o, no sera´ posible elegir engranajes
que funcionen sin holguras.
La solucio´n a estas dos limitaciones se encuentra en los engranajes corre-
gidos, tallados con la cremallera desplazada respecto a su posicio´n normal.
La figura 7.35 ilustra este concepto: en la cremallera normal, la l´ınea primi-
tiva coincide con la l´ınea media; en la cremallera corregida e´sta se desplaza,
adopta´ndose como l´ınea primitiva otra en que el espesor del diente es me-
nor que la anchura del hueco. El desplazamiento de la cremallera se mide
como una fraccio´n x del mo´dulo, que se denomina factor de correccio´n. Es-
te factor es positivo cuando el desplazamiento de la cremallera la aleja del
engranaje (como en la figura 7.35) y negativo en caso contrario.
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Figura 7.35: Cremallera normal y desplazada.
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7.8.2. Correcio´n e interferencia de tallado
Una correccio´n positiva tiende a evitar la interferencia de tallado ya
separa el extremo de los dientes del punto C. Para determinar la correccio´n
mı´nima que evita la interferencia de tallado, observamos la figura 7.36, y
de ella deducimos
m(1− x) ≤ PE = OP −OE = R−R cos2ψ = mz
2
sen2ψ (7.29)
y de aqu´ı
x ≥ 1− z sen
2ψ
2
(7.30)
7.8.3. Distancia de funcionamiento de engranajes corregidos
Consideremos dos ruedas de radios R1 y R2 talladas con la misma cre-
mallera pero con desplazamientos distintos x1 y x2 positivos. Debido a las
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Figura 7.37: Condiciones de tallado y de funcionamiento.
correcciones, las ruedas no podra´n engranar a la distancia d = R1 + R2
porque el espesor de los dientes en las circunferencias primitivas de talla-
do ha aumentado, y cada diente no cabra´ en el hueco de la otra. En la
figura 7.35 se aprecia co´mo el espesor del diente ed (que coincide con el
espesor del hueco de la cremallera) es mayor en el engranaje con correccio´n
positiva. Como los engranajes de evolvente pueden engranar a cualquier
distancia entre centros, es cuestio´n de ir separando las dos ruedas hasta
que un diente quepa en el hueco de otra. La consecuencia inmediata es que
las ruedas no engranara´n a la distancia d = R1 +R2, sino a otra distancia,
que denominaremos distancia de funcionamiento dv = R1v +R2v.
La figura 7.37 ilustra la diferencia entre las condiciones de tallado y las
de funcionamiento. Durante el tallado, los radios primitivos de cada en-
granaje son R1 y R2, con a´ngulo de presio´n ψ. En el funcionamiento, los
engranajes se acercan progresivamente hasta que un diente encaja exac-
tamente en el hueco del otro, momento en que los radios primitivos de
funcionamiento son R1v y R2v, con a´ngulo de presio´n ψv (recue´rdese que
el a´ngulo de presio´n var´ıa con la distancia entre centros). Sin embargo, las
circunferencias base permanecen constantes en las condiciones de tallado y
funcionamiento. Esta igualdad de los radios ρ1 y ρ2 en las condiciones de
tallado y funcionamiento se puede expresar como
ρ1 = R1 cosψ = R1v cosψv (7.31)
ρ2 = R2 cosψ = R2v cosψv (7.32)
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Sumando ambas ecuaciones se deduce
d cosψ = dv cosψv (7.33)
Para determinar la distancia de funcionamiento, estudiemos el espesor
de los dientes corregidos. La figura 7.38 muestra una cremallera y sus l´ıneas
media y primitiva. La figura 7.39 muestra en l´ınea continua los dientes sin
correccio´n y con l´ınea de trazos los dientes corregidos. Como se ve, el espesor
del diente corregido e′ medido sobre la circunferencia primitiva de tallado
coincide con el espesor del hueco de la cremallera sobre la l´ınea primitiva.
Podemos escribir
e′ = e+ 2xm tanψ (7.34)
donde e es el espesor sobre la l´ınea media, que coincide con mpi/2.
Teniendo en cuenta la ecuacio´n 7.28, que eA = e
′, φA = ψ y φT = ψv,
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podemos escribir para los engranajes 1 y 2
e′1v = R1v
{
e′1
R1
+ 2 [Ev(ψ)− Ev(ψv)]
}
(7.35)
e′2v = R2v
{
e′2
R2
+ 2 [Ev(ψ)− Ev(ψv)]
}
(7.36)
Hemos visto que la distancia de funcionamiento era aque´lla en la que el
espesor de un diente coincide con el hueco del otro o, lo que lo mismo, en la
que la suma de los espesores de los dos dientes coincide con el paso circular.
Teniendo en cuenta que el paso circular en la circunferencia de radio R1v
es pv, podemos escribir
e′1v + e
′
2v = pv =
2piR1v
z1
= mpi
R1v
R1
(7.37)
Sustituyendo 7.35 y 7.36 y sacando factor comu´n:
R1v
R1
{
e′1 + 2R1 [Ev(ψ)− Ev(ψv)]
}
+
R2v
R2
{
e′2 + 2R2 [Ev(ψ)− Ev(ψv)]
}
= mpi
R1v
R1
(7.38)
De las ecuaciones 7.31 y 7.32 se deduce que las relaciones entre radios
permanecen constantes, por lo que simplificando:
e′1 + 2R1 [Ev(ψ)− Ev(ψv)] + e′2 + 2R2 [Ev(ψ)− Ev(ψv)] = mpi (7.39)
De la ecuacio´n 7.34 sabemos que
e′1 =
mpi
2
+ 2x1m tanψ (7.40)
e′2 =
mpi
2
+ 2x2m tanψ (7.41)
Sustituyendo, simplificando y sacando factor comu´n tenemos
(x1 + x2) tanψ +
z1 + z2
2
[Ev(ψ)− Ev(ψv)] = 0 (7.42)
Esta ecuacio´n se puede utilizar para obtener las condiciones de engrane
en dos situaciones diferentes:
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Se conocen las correcciones x1 y x2 y se quiere determinar la distancia
de funcionamiento dv: despejando de la ecuacio´n 7.42 tenemos
Ev(ψv) = Ev(ψ) + 2
x1 + x2
z1 + z2
tanψ (7.43)
De aqu´ı se determina el a´ngulo de presio´n de funcionamiento ψv, y a
trave´s de la ecuacio´n (5.40) se obtiene la distancia dv.
Se conoce la distancia de funcionamiento dv y se quieren determinar
las correcciones: despejando de la ecuacio´n 7.42 se obtiene
x1 + x2 = (Ev(ψv)− Ev(ψ)) z1 + z2
2 tanψ
(7.44)
Una vez conocida la suma de las correcciones hay que repartirla entre
los dos engranajes de modo que se evite en ambos la interferencia
de tallado. Si no hay problemas de interferencia, se puede repartir la
correccio´n proporcionalmente al nu´mero de dientes de cada engranaje.
7.9. Relacio´n de velocidades y nu´mero de dientes
Como se ha visto, la relacio´n de velocidades en los engranajes viene
dada por la ecuacio´n
ω1
ω2
=
z2
z1
(7.45)
Puesto que los nu´meros de dientes son nu´meros enteros, no podemos
obtener cualquier relacio´n de velocidades sino so´lo un nu´mero discreto de
ellas. Adema´s, este cociente entre nu´meros enteros no puede ser cualquiera
porque habitualmente existe una limitacio´n en el ma´ximo y mı´nimo nu´mero
de dientes que podemos emplear.
Para aproximar una relacio´n de velocidades dada podemos utilizar el
me´todo de las fracciones continuas que a continuacio´n se explica con un
ejemplo. Supongamos que queremos aproximar una relacio´n de velocidades
de pi/10 = 0,314149. Procedemos del siguiente modo:
0,13141592 =
314,1592
1000
=
1
1000
314,1592
=
1
3 + 57,5224314,1592
= (7.46)
=
1
3 + 1314,1592
57,5224
=
1
3 + 1
5+ 26,5472
57,5224
=
1
3 + 1
5+ 1
2+
4,428
26,5472
(7.47)
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Las distintas aproximaciones obtenidas son
Fraccio´n Error relativo
1
3 = 0,3333 0,0610
1
3+ 1
5
= 516 = 0,3125 0,00528
1
3+ 1
5+12
= 1135 = 0,3143 0,00040
1
3+ 1
5+ 1
2+15
= 60191 = 0,314136 0,00007
Las soluciones posibles a nuestro problema, si no se puede bajar de 20
dientes, ser´ıan:
1
3
20
60 ,
21
63 ,
22
66 , . . .
5
16
20
64 ,
25
80 ,
30
96 , . . .
11
35
22
70 ,
33
105 ,
44
140 , . . .
60
191
60
191 ,
120
382 ,
22
66 , . . .
Si, por ejemplo, no pudie´ramos sobrepasar los 100 dientes la solucio´n
o´ptima ser´ıa z1 = 22 y z2 = 70.
7.10. Problemas
Prob. 7.1 Dos ejes situados a una distancia d = 180mm deben ser unidos
mediante dos ruedas dentadas de modo que la relacio´n de velocidades sea
lo ma´s parecida posible al nu´mero e = 2,7182818 . . . , sin que ninguna de las
ruedas pueda tener ma´s de 120 dientes. Determinar los nu´meros de dien-
tes z1 y z2 que mejor cumplan la condicio´n anterior. Utilizando mo´dulos
normalizados y engranajes rectos corregidos, hallar el mo´dulo m y las co-
rrecciones x1 y x2 de modo que la distancia entre centros sea exactamente
la propuesta.
Prob. 7.2 El tren de engranajes de la figura 7.40esta´ proyectado con rue-
das cil´ındricas rectas de mo´dulo m = 2 mm. Los ejes O1, O2 y O3 esta´n
alineados, y la distancia O1O3 = 116 mm. La relacio´n ω1/ω3 debe ser igual
a 5. Las ruedas de menos de 17 dientes deben corregirse con 1,5 veces
la correccio´n mı´nima que evita la interferencia de tallado. Definir las tres
ruedas.
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O1 O2 O3
Figura 7.40
Prob. 7.3 Dos ruedas talladas, segu´n norma americana, con un mo´dulo
mA = 2,54 mm, tienen unos nu´meros de dientes z1 = 20 y z2 = 45, y han
sido talladas sin correccio´n con una cremallera de ψ = 20o. La rueda 1 se
rompe y se desea sustituirla por otra tallada con una cremallera especial de
mo´dulo mE = 2,5 mm y a´ngulo de presio´n ψE desconocido. Si deben con-
servarse la relacio´n de velocidades y la distancia entre centros, determinar
la correccio´n necesaria en la rueda de z1 tallada con cremallera especial pa-
ra que engrane correctamente con la rueda de z2 = 45 tallada segu´n norma
americana. Hallar tambie´n el a´ngulo de presio´n de la cremallera especial.
¿Por que´ este a´ngulo no puede ser de 20o?
Prob. 7.4 Un pin˜o´n cil´ındrico recto normal de m = 4 mm y z = 30 engra-
na con una cremallera de cabeza rebajada con coeficiente 0,8. Determinar
la relacio´n de contacto y las velocidades ma´ximas de deslizamiento cuando
el pin˜o´n gira a 3000 r.p.m.
Prob. 7.5 Dos ejes paralelos de una ma´quina se encuentran separados una
distancia de 62,5 mm. Entre ambos se desea colocar un par de ruedas para
obtener una relacio´n de transmisio´n de 2/3. Se desea emplear engranajes de
mo´dulo 2,75 o 3,5 mm. Esta ma´quina se va a fabricar en dos versiones: una
ma´s barata en la que se utilizara´n engranajes rectos, y otra ma´s cara con
engranajes helicoidales, pero en ambos casos se desean utilizar los mismos
mo´dulos y nu´meros de dientes. Si estas ruedas se van a tallar con cremallera
de ψ = 20o, elegir el mo´dulo ma´s apropiado de los dos que se proponen y
definir las ruedas, tanto con dientes rectos como con dientes helicoidales. Si
en el caso de los engranajes rectos se toma un addendum igual a 1,2 veces
el mo´dulo, comprobar la interferencia de tallado.
Cap´ıtulo 8
Engranajes helicoidales
8.1. Concepto y transmisio´n de esfuerzos
En los engranajes cil´ındricos rectos la relacio´n de contacto es pequen˜a,
lo que significa que los esfuerzos necesarios para transmitir la potencia se
distribuyen entre un nu´mero reducido de dientes que, adema´s, toman y
pierden el contacto su´bitamente en toda su seccio´n. Esto se traduce en
variaciones bruscas del esfuerzo soportado por cada diente, que pasa ins-
tanta´neamente de estar descargado a estar cargado y viceversa. Cuando
la potencia a transmitir y/o la velocidad de giro es elevada, se producen
vibraciones, ruido y desgaste excesivo en los flancos de los dientes.
Una posible mejora consiste en utilizar engranajes escalonados, como
los mostrados en la figura 8.1, que se componen de conjunto de engranajes
rectos solidariamente unidos, cada uno de ellos con un pequen˜o giro respecto
al anterior. De esta forma se consigue incrementar el nu´mero de contactos
y reducir la magnitud del esfuerzo transmitido por cada par de dientes.
Los dientes seguira´n entrando en contacto y perdie´ndolo su´bitamente, pero
ahora la carga que soportara´ cada diente sera´ menor.
A medida que crece el nu´mero de escalones, la anchura de cada escalo´n
decrece y el funcionamiento se va haciendo ma´s suave. Al llevar al l´ımite
este proceso de particio´n, tomando escalones cada vez ma´s delgados, se
obtienen los engranajes helicoidales. En ellos, los escalones tienen espesor
infinitesimal y dos escalones sucesivos esta´n girados un a´ngulo infinitesimal.
En cualquier caso, conviene resaltar una propiedad esencial que se deduce
del proceso de paso al l´ımite: cada seccio´n recta de un engranaje helicoidal
es exactamente igual a la de un engranaje recto, por lo que es aplicable lo
visto en el cap´ıtulo anterior.
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Figura 8.1: Engranajes rectos escalonados.
Derecha
Izquierda
Izquierda
Izquierda
Figura 8.2: Disposicio´n de las he´lices.
La principal ventaja de los engranajes helicoidales frente a los rectos es
su mayor relacio´n de contacto, que les permite operar de forma menos
ruidosa y con mayor suavidad. Sin embargo, la forma inclinada de sus
dientes helicoidales causa una reaccio´n axial que debe ser tenida en cuenta
al disen˜ar los apoyos.
Los engranajes helicoidales pueden tener he´lice a derecha o a izquierda,
lo que obliga a extremar la precaucio´n a lo hora de elegirlos. Como se
muestra en la figura 8.2, cuando el engrane se produce exteriormente, los
engranajes deben tener he´lices cambiadas: uno a derecha y otro a izquierda.
En cambio, cuando el engrane es interior las he´lices deben tener la misma
mano.
8.2. Generacio´n de un diente helicoidal 247
A
B
C
D
E
F
E 
D 
B 
C 
Figura 8.3: Generacio´n de evolvente para engranajes escalonados.
8.2. Generacio´n de un diente helicoidal
La figura 8.3 ilustra co´mo la superficie ABCDEF , inicialmente enro-
llada alrededor del cilindro base, genera al desenrollarse dos perfiles de
evolvente correspondientes a un engranaje de dientes escalonados. En el
proceso de paso al l´ımite, a medida que los escalones se van haciendo ma´s
pequen˜os, la figura 8.3 se convierte en la figura 8.4. El escalo´n BCDE y
sucesivos de la figura 8.3 se transforman en la recta BC de la figura 8.4. Al
a´ngulo β que forma dicha recta con el eje del cilindro se le denomina a´ngulo
de la he´lice. El escalo´n B′C ′D′E′ de la figura 8.3 se transforma en el arco
de helicoide B′C ′ de la figura 8.4. Cada seccio´n recta del perfil helicoidal
es un perfil de evolvente normal cuya circunferencia base coincide con el
cilindro base.
Para construir los perfiles de un engranaje con dientes escalonados
podr´ıamos utilizar un dispositivo como el descrito en el cap´ıtulo anterior,
con una ruleta y una barra inclinada solidariamente unida a ella que rueda
sobre la circunferencia primitiva. La figura 8.5 ilustra esta construccio´n. El
plano horizontal R rueda sobre el cilindro primitivo y lleva solidariamente
unidos dos planos inclinados ABA′B′ y CDC ′D′, que forman un a´ngulo
ψ con la vertical. Las envolventes a las sucesivas posiciones que ocupan
los planos inclinados son dos perfiles de evolvente correspondientes a dos
dientes de engranaje escalonados. Se puede apreciar tambie´n co´mo el plano
perpendicular a ABA′B′ y CDC ′D′, resaltado en gris, coincide con el plano
que desenrolla´bamos en la figura 8.3.
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
248 Cap´ıtulo 8. Engranajes helicoidales

A
B
C
D
B'C 
Figura 8.4: Generacio´n del perfil de un diente helicoidal.
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Figura 8.5: Generacio´n con cremallera de perfiles rectos escalonados.
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En el proceso de paso al l´ımite, mostrado en la figura 8.6, podemos seguir
estableciendo analog´ıas con el caso de los engranajes escalonados. Fije´monos
primeramente en el perfil de evolvente de la seccio´n frontal. Para generar
dicho perfil podemos fijar en el plano horizontal R una recta inclinada
solidariamente unida a e´l y hacer rodar el plano sobre la circunferencia
primitiva. La envolvente de las sucesivas posiciones de la recta dara´ origen
al perfil de evolvente considerado. En una seccio´n intermedia del cilindro,
el perfil de evolvente esta´ decalado respecto al de la seccio´n frontal. La
recta que lo genera al ser unida solidariamente a R es paralela a la de
la seccio´n frontal, pero esta´ desplazada en direccio´n perpendicular al eje
del cilindro. El conjunto de rectas solidariamente unidas al plano R que
generan un diente helicoidal constituyen un plano inclinado oblicuo H cuya
interseccio´n con el plano R forma un a´ngulo βa con el eje del cilindro, que
recibe el nombre de a´ngulo aparente de la he´lice. El plano E, resaltado en
gris, es perpendicular al plano H y coincide con el ABCD de la figura 8.4.
Podemos hacer la construccio´n gra´fica mostrada en la figura 8.7. En
ella, se muestra el plano gris E, perpendicular al plano H. La interseccio´n
del plano H con el plano horizontal R es una recta que forma un a´ngulo βa
con el eje del cilindro. Podemos escribir que
PB = OP tanβ (8.1)
y tambie´n
PB = AP cosψa = OP tanβa cosψa (8.2)
Comparando ambas ecuaciones obtenemos la relacio´n
tanβ = tanβa cosψa (8.3)
De acuerdo con lo visto hasta ahora, un diente helicoidal se puede fabri-
car con la misma cremallera con que se fabrican los dientes rectos, pero en
lugar de poner el eje de la cremallera paralelo al eje del cilindro se inclina
un a´ngulo βa, de manera que el corte de material se realiza en una direccio´n
sesgada, como se muestra en la figura 8.8.
La figura 8.9 representa en la parte superior el perfil de la cremallera
tal y como es en la realidad y en la parte inferior su seccio´n recta. Como
ya se ha dicho, esta cremallera es geome´tricamente ide´ntica a las que se
utilizan para tallar engranajes rectos, con mo´dulo m = p/pi, altura h, y
a´ngulo de presio´n ψ. Las l´ıneas inclinadas indican la direccio´n de corte de
cada uno de los ve´rtices de la cremallera, que forman un a´ngulo βa con
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Figura 8.6: Generacio´n con cremallera de un perfil helicoidal.
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Figura 8.7: A´ngulos principales en los dientes helicoidales.
ba
Figura 8.8: Generacio´n con cremallera de engranajes rectos y helicoidales.
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respecto al eje del cilindro. Cada seccio´n perpendicular al eje del cilindro
esta´ formada por perfiles de evolvente, que hipote´ticamente podr´ıan gene-
rarse mediante cremalleras como la representada en la parte inferior de la
figura 8.9. Evidentemente, en la pra´ctica es imposible generar una seccio´n
infinitesimalmente delgada mediante una cremallera normal y despue´s ge-
nerar las siguientes con la misma cremallera ligeramente desplazada, por lo
que la cremallera girada es una necesidad. En cualquier caso, la cremallera
inferior nos sirve para caracterizar la geometr´ıa de las secciones rectas del
engranaje. Como se ve, cada seccio´n recta tiene un paso pa y un a´ngulo de
presio´n ψa que no coinciden con p y ψ. Las relaciones que los ligan son muy
sencillas. Fa´cilmente puede verse que
pa =
p
cosβa
(8.4)
Teniendo en cuenta que p = mpi, podemos definir un mo´dulo aparente,
ana´logo al mo´dulo normal, como el cociente entre el paso aparente y ψ. Por
tanto,
ma =
m
cosβa
(8.5)
Por otra parte, tambie´n podemos escribir la siguiente relacio´n, en la que
interviene el a´ngulo de presio´n aparente ψa:
h tanψ
cosβa
= h tanψa (8.6)
de donde
tanψa =
tanψ
cosβa
(8.7)
Las ecuaciones 8.5 y 8.7 permiten obtener el mo´dulo aparente y el a´ngulo
de presio´n aparente en funcio´n del mo´dulo normal, el a´ngulo de presio´n
normal y el a´ngulo aparente de la he´lice. Una vez determinados ma y ψa,
podemos manejar un engranaje helicoidal como uno recto, pero utilizando
ma en lugar de m y ψa en lugar de ψ.
Por ejemplo, la distancia entre ejes a la que funcionan dos engranajes
helicoidales se obtiene de la expresio´n
d = ma
z1 + z2
2
= m
z1 + z2
2 cosβa
(8.8)
Esta expresio´n indica que la distancia entre ejes se puede variar modifi-
cando el a´ngulo aparente de la he´lice. En la pra´ctica, esto significa que los
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Figura 8.10: Segmentos de engrane.
engranajes helicoidales no necesitan ser corregidos para ajustar su distan-
cia de funcionamiento a un valor dado, sino que basta con tomar el a´ngulo
adecuado.
La interferencia de tallado tambie´n se puede dar en los engranajes he-
licoidales. El nu´mero mı´nimo de dientes que se pueden tallar sin que la
interferencia aparezca se puede hallar sustituyendo ma en lugar de m en la
expresio´n vista en el cap´ıtulo anterior, y ψa en lugar de ψ.
8.3. Relacio´n de contacto
La relacio´n de contacto en los engranajes helicoidales se calcula de dis-
tinta forma que en los engranajes rectos. Para estudiarla, nos apoyaremos
en la figura 8.10. Vemos que el contacto en la seccio´n frontal se produce de
forma instanta´nea en el punto P . Los dos dientes esta´n en contacto u´ni-
camente en un punto en la seccio´n frontal, pero estos dos dientes tambie´n
esta´n en contacto en otras secciones. El lugar geome´trico de los puntos de
contacto instanta´neo entre dos dientes de engranajes helicoidales es una
recta que forma un a´ngulo β con el eje del cilindro.
Los dos dientes mostrados en la figura 8.10 toman contacto por primera
vez en el punto A. A medida que los engranajes rotan, el punto de contacto
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Figura 8.11: Longitud de los segmentos de engrane.
entre ellos en la seccio´n frontal pasa por el punto intermedio P y llega
hasta B. En el punto B, te´rmino de la l´ınea de engrane sobre la seccio´n
frontal, los dos dientes pierden el contacto sobre dicha seccio´n. Sin embargo,
la pe´rdida de contacto en la seccio´n frontal no conlleva en este caso la
pe´rdida completa de contacto entre los dos dientes, puesto sigue habiendo
contacto en secciones posteriores a la frontal. La pregunta que nos hacemos
es ¿cua´nto se prolonga el contacto entre dos dientes una vez que se pierde
el contacto en la seccio´n frontal? Para verlo, recordaremos que existe una
relacio´n sencilla entre las distancias medidas sobre la l´ınea de engrane y el
a´ngulo girado por las ruedas.
La figura 8.11 muestra el recta´ngulo gris que representa la superficie
que engloba a todos los puntos de contacto entre dientes desde que toman
el contacto hasta que lo pierden. Como ya hemos dicho, en A se produce el
primer contacto, y en B se pierde el contacto en el plano frontal. A medida
que los engranajes siguen rotando, el contacto llega a la seccio´n intermedia
C y va progresando hasta el punto D, donde se pierde completamente.
Para pasar de A a B los engranajes giran una cantidad proporcional a la
distancia AB. Para pasar de B a C el giro es proporcional a la distancia
BE. Por tanto, el giro de los engranajes desde la toma de contacto en A
hasta la pe´rdida en D es proporcional a la distancia AF que es
AF = AB + L tanβ (8.9)
Una vez conocida esta distancia, la relacio´n de contacto se obtiene de forma
ana´loga a como se vio en el cap´ıtulo anterior.
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Cap´ıtulo 9
Trenes de engranajes
9.1. Introduccio´n
En multitud de ma´quinas, la transmisio´n de rotaciones entre ejes no se
puede lograr mediante un u´nico par de engranajes, por lo que es necesa-
rio recurrir a combinaciones de engranajes unidos uno respecto al otro de
formas distintas. Por ejemplo, la mayor parte de los motores giran a una
velocidad elevada pero producen un par relativamente pequen˜o. Para poder
utilizar su potencia se hace necesario reducir previamente su velocidad de
rotacio´n lo que, al mismo tiempo, multiplica el par de salida. Si la reduccio´n
de velocidades es elevada, no se puede conseguir en una sola etapa de dos
engranajes, manteniendo a la vez el taman˜o del reductor en unos l´ımites
razonables. Por ello, se hace necesario hacer la reduccio´n de velocidades en
varias etapas, utilizando reductores de ejes fijos o planetarios.
Adema´s de los reductores, los trenes de engranajes se utilizan tambie´n
en ma´quinas muy diversas. Los automo´viles, por ejemplo, cuentan con otros
dos trenes de engranajes bien conocidos: la caja de cambios y el diferencial.
Con la caja de cambios se modifica la relacio´n de transmisio´n del motor
a las ruedas y con el diferencial se consigue que las dos ruedas motrices
puedan girar a velocidades distintas manteniendo la traccio´n.
En las secciones siguientes estudiaremos la forma de calcular la relacio´n
de velocidades entrada/salida en los distintos tipos de trenes de engranajes.
9.2. Trenes ordinarios
Se denominan trenes ordinarios simples los trenes de engranajes en que
todos los ejes esta´n fijos y en cada eje se monta un solo engranaje. La figura
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Figura 9.1: Engranajes exteriores.
1
2
Figura 9.2: Engranajes interiores.
9.1 muestra un tren ordinario con dos engranajes exteriores. La relacio´n de
velocidades angulares es
ω2
ω1
= −z1
z2
(9.1)
donde el signo menos es debido a que los dos engranajes giran en senti-
dos contrarios. En los engranajes interiores de la figura 9.2, la relacio´n de
velocidades es
ω2
ω1
=
z1
z2
(9.2)
Es fa´cil demostrar que en los trenes ordinarios simples la relacio´n de
velocidades depende solamente de los nu´meros de dientes de las ruedas de
entrada y salida, y no de las ruedas intermedias, cuya u´nica funcio´n es
invertir el signo de la relacio´n de velocidades. Por ejemplo, el tren de la
figura 9.3 tiene una relacio´n de velocidades
ωs
ωe
=
ωs
ω1
ω1
ωe
=
(
−z1
zs
) (
−ze
z1
)
=
ze
zs
(9.3)
Se denominan trenes ordinarios compuestos los trenes de engranajes en
que todos los ejes son fijos pero que poseen ma´s de un engranaje solidaria-
mente unidos en cada eje. La figura 9.4 ilustra uno de estos trenes. Para su
estudio, basta con establecer las relaciones de velocidades angulares para
ruedas adyacentes, recordando que las velocidades angulares de los engra-
najes 1 y 2 son iguales y las de los engranajes 3 y 4 tambie´n. Podemos
escribir:
ωs
ωe
=
ωs
ω4
ω3
ω2
ω1
ωe
=
(
−z4
zs
)(
−z2
z3
)(
−ze
z1
)
= −ze z2 z4
z1 z3 zs
(9.4)
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Figura 9.3: Tren ordinario simple.
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Figura 9.4: Tren ordinario compuesto.
De forma general, la relacio´n de velocidades en un tren ordinario com-
puesto se puede escribir mediante la siguiente fo´rmula:
ωs
ωe
= (signo)
∏
zconductoras∏
zconducidas
(9.5)
En el ejemplo de la figura 9.4, la rueda de entrada e se considerara (ar-
bitrariamente) conductora, y su compan˜era la rueda 1, conducida. Ana´lo-
gamente, la rueda 2, montada sobre el mismo eje que la 1, se considera
tambie´n conductora, y la rueda 3, conducida. Por u´ltimo, la rueda 4 se
considera conductora de la s. El signo debe ser determinado en funcio´n del
nu´mero de ruedas que compongan el tren y de si engranan interior o exte-
riormente. Una forma pra´ctica de hacerlo es indicando mediante flechas el
sentido relativo de giro de cada eje. Si la flecha del eje de entrada apunta en
la misma direccio´n que el de salida, el signo sera´ positivo; por el contrario,
si apuntan en direcciones contrarias sera´ negativo.
9.3. Trenes planetarios
Se denominan trenes planetarios o epicicloidales aque´llos en los que los
ejes de uno o varios de sus engranajes son mo´viles. Los trenes planetarios
son ma´s dif´ıciles de estudiar que los ordinarios, puesto que los sentidos de
giro de los engranajes no son fa´ciles de predecir a simple vista y la intuicio´n
no es de gran ayuda.
Para introducir el estudio sistema´tico de los trenes planetarios comen-
zaremos con un pequen˜o ejemplo que nos servira´ para centrar la cuestio´n.
Consideremos el mecanismo de la figura 9.5, en el que la rueda 2 esta´ obli-
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gada a rodar sobre la rueda fija 1. Suponiendo que la barra OP gira con
velocidad angular ω, tratamos de hallar la relacio´n ω2/ω.
La velocidad del extremo de la barra P se puede escribir como
vP = ω (R1 +R2) (9.6)
Por otra parte, puesto que la rueda 2 esta´ en rodadura, la velocidad de
H es nula, por lo que podemos escribir
vP = vH + vPH = ω2R2 (9.7)
Igualando las dos expresiones de vP , llegamos a
ω
ω2
=
R2
R1 +R2
(9.8)
Planteemos ahora el mismo problema de una forma ligeramente diferen-
te. Consideremos la inversio´n del mecanismo mostrada en la figura 9.6, en
la que la barra OP ha pasado a ser fija. En esta inversio´n se ha mantenido
la relacio´n de velocidades angulares, de manera que la rueda 1, antes fija,
pasa a tener velocidad ω, mientras que la rueda 2 pasa a tener velocidad
ω2 − ω.
Esta inversio´n del movimiento equivale a representarlo desde el punto
de vista de un observador unido a la barra OP y que viajase con ella. En
efecto, el observador ver´ıa la propia barra como fija, al tiempo que ver´ıa
girar a la rueda 1 con velocidad angular −ω. La velocidad angular con que
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Figura 9.7: Tren planetario.
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Figura 9.8: Tren invertido, con 3 inmo´vil.
ver´ıa girar la rueda 2 ser´ıa la diferencia entre la velocidad ω2 y la velocidad
del observador ω, esto es, ω2 − ω.
Resumiendo, el movimiento invertido es el que corresponde a un obser-
vador subido en OP y equivale a restar ω a las velocidades angulares de
todos los elementos. Ahora, podemos igualar la velocidad del punto H, lo
que da
vH = ωR1 = (ω2 − ω)R2 (9.9)
Despejando, obtenemos
ω
ω2
=
R2
R1 +R2
(9.10)
que coincide con la expresio´n obtenida para el problema original.
Este sera´ el me´todo que seguiremos para estudiar los engranajes plane-
tarios: por medio de inversiones cinema´ticas transformaremos el tren pla-
netario de ejes mo´viles en un tren ordinario de ejes fijos, que estudiaremos
mediante las relaciones de velocidades vistas en el apartado 9.2.
La figura 9.7 muestra un t´ıpico tren planetario, en que el engranaje 4
suele denominarse sate´lite y el eje 3 portasate´lites. Para obtener la rela-
cio´n de velocidades ω2/ω3 mediante el me´todo recie´n expuesto, hemos de
convertir el tren planetario en un tren ordinario. Para ello, detenemos el
eje 3 restando ω3 a todos los engranajes, lo que equivale a representar el
movimiento tal y como lo ver´ıa un observador que estuviese subido en el
eje 3 y girase solidariamente con e´l. La figura 9.8 muestra el tren ordinario
resultante, en el que se han marcado mediante flechas los sentidos de gi-
ro relativos de cada uno de los engranajes. Es importante resaltar que los
sentidos de estas flechas representan las velocidades relativas y no guardan
relacio´n con el sentido real del giro absoluto de cada engranaje, sino que
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son meras herramientas intermedias que empleamos durante la resolucio´n
del tren ordinario invertido. El sentido de giro de cada engranaje en el tren
planetario es, en principio, desconocido, y se obtendra´ como solucio´n al
seguir estrictamente el criterio de signos adoptado.
La relacio´n de velocidades angulares en el tren ordinario se obtiene
fa´cilmente teniendo en cuenta que a las velocidades angulares reales de
cada engranaje hay que restarles ω3, de modo que
ω2 − ω3
ω1 − ω3 = −
z1
z2
(9.11)
donde el signo menos es consecuencia de que las ruedas 1 y 2 en el tren de
la figura 9.8 giran en sentidos contrarios, como indican las flechas. Teniendo
en cuenta que ω1 = 0 y operando, se obtiene finalmente
ω2
ω3
=
z1 + z2
z2
(9.12)
Esta expresio´n nos proporciona, al mismo tiempo, el mo´dulo de la re-
lacio´n de velocidades y su signo. Es decir, la rueda 2 y el eje 3 giran en la
misma direccio´n en el tren planetario.
Ejemplo 9.1 La figura 9.9 representa un reductor de velocidad empleado
en aviones de he´lice, en el que la rueda 2 esta´ dentada interiormente y gira
solidariamente con el motor. La rueda 1 tiene dentado exterior y esta´ fija.
Entre las ruedas 1 y 2 esta´n atrapadas tres ruedas 4, 4′ y 4′′, que funcionan
como sate´lites y se encuentran unidas entre s´ı mediante el elemento 2, que
transmite el movimiento a la he´lice. Calcular ω4/ω3.
Teniendo en cuenta que los tres engranajes 4, 4′ y 4′′ realizan una
funcio´n cinema´ticamente redundante, el esquema simplificado del tren es
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Del motor
Rueda derecha
Figura 9.12: Diferencial de un automo´vil.
ide´ntico al mostrado en figura 9.7, por lo que la relacio´n ω4/ω3 es ide´ntica
a la obtenida en la ecuacio´n
Ejemplo 9.2 Obtener la relacio´n de velocidades ω4/ω1 para el tren de la
figura 9.10.
Parando el eje 1, resulta el tren de engranajes de la figura 9.11. Como
la rueda 1 esta´ fija, ni la rueda 2 ni la 4 pueden moverse, por lo que en el
movimiento invertido la velocidad angular de la rueda 4 es nula, es decir:
ω4 − ω3 = 0 (9.13)
o, lo que es lo mismo,
ω4 = ω3 (9.14)
Como se ve, este dispositivo no es un reductor aunque a simple vista lo
parezca.
9.4. Diferenciales
Casi todos los trenes de engranajes ordinarios y planetarios tienen un
solo grado de libertad, pues funcionan como reductores, multiplicadores o
simplemente como elementos de transmisio´n entre ejes. Sin embargo, existe
una importante aplicacio´n de los trenes planetarios que posee dos grados de
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libertad: los diferenciales. Los diferenciales se montan entre el motor y las
ruedas motrices de los automo´viles para permitir que cada rueda pueda dar
distinto nu´mero de vueltas mientras recibe potencia. Por ejemplo, cuando
el automo´vil toma una curva hacia la derecha, la rueda izquierda recorre
una distancia mayor que la derecha, por lo que debe dar ma´s vueltas que
e´sta o alguna de las dos ruedas patinara´.
El tren diferencial puede adoptar diversas formas, pero la ma´s habitual
es la mostrada en la figura 9.12. Esquema´ticamente, se puede representar
como se indica en la figura 9.13. El engranaje e corresponde al eje de entrada
proveniente de la caja de cambios. La rueda 2 va unida a la carcasa que, a
su vez, arrastra los ejes de las ruedas planetarias 1. Las dos ruedas 1 son
redundantes y se montan por simetr´ıa, aunque cinema´ticamente bastar´ıa
con una de ellas.
En el caso habitual de que el coche marche en l´ınea recta, las ruedas
planetarias funcionan como si su eje estuviese bloqueado y no pudiesen
tener movimiento de rotacio´n propia; simplemente arrastran los ejes i y d
y los hace girar a la misma velocidad. Cuando el coche toma una curva, las
ruedas 1 adquieren una cierta velocidad de rotacio´n propia, lo que permite
a las ruedas izquierda y derecha girar a distintas velocidades.
Para resolver matema´ticamente el movimiento del diferencial, utiliza-
mos el me´todo descrito en la seccio´n anterior, consistente en detener los
ejes que se mueven, en este caso los de las ruedas 1. Para ello, detenemos la
rueda 2 y obtenemos el tren mostrado en la figura 9.14, de donde deducimos
ωd − ω2
ωi − ω2 = −
zi
zd
(9.15)
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pero como los nu´meros de dientes zi y zd son iguales, resulta
ωd − ω2 = −(ωi − ω2) (9.16)
Puesto que las engranajes co´nicos 2 y e engranan directamente, podemos
escribir
ω2
ωe
=
ze
z2
(9.17)
Despejando ω2 y sustituyendo en la ecuacio´n 9.15, obtenemos
ωi + ωd = 2ωe
ze
z2
(9.18)
Esta expresio´n es la que relaciona las velocidades angulares del eje de
entrada con los dos ejes de salida. De ella se deduce que para una misma
velocidad de entrada, la suma de las velocidades de salida esta´ fijada, pero
no cada una de las velocidades de salida. Tambie´n se puede comprobar que
si el motor esta´ parado (ωe = 0) y, por ejemplo, la rueda izquierda se hace
girar en un sentido, la rueda derecha girara´ con la misma velocidad angular
pero en sentido contrario.
9.5. Problemas
Prob. 9.1 En el tren de la figura 9.15, conocidos z3 = 20, z4 = 64, z6 = 16,
z7 = 76, z9 = 16, calcular: 1) Los nu´meros de dientes de las ruedas 5 y 8
suponiendo que todas tienen igual mo´dulo. 2) La relacio´n de velocidades
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ω2/ω1. 3) Si la distancia entre ejes es invariable y coincide con la corres-
pondiente a las ruedas normales, ¿co´mo habr´ıa que corregir las ruedas 5 y
6 para evitar interferencias?
Prob. 9.2 En el tren de la figura 9.16, siendo m = 7 para todos los en-
granajes y z2 = 12, z3 = 28, z4 = 22, z5 = 18, hallar: 1) Los nu´meros de
dientes z1 y z6. 2) La relacio´n de velocidades ωs/ωe. 3) Si d23 = 137 mm,
hallar las correcciones necesarias.
Prob. 9.3 Dado el tren epicicloidal de la figura 9.17 y conocidos z1 = 32,
z2 = 76, z3 = 25, z4 = 85, z5 = 14 y z6 = 56, se pide: 1) Calcular la relacio´n
de velocidades ωs/ωe. 2) Si la distancia entre los centros de los engranajes
5 y 9 es de 105 mm, sus mo´dulos son 6 mm y talla´ndose ambas ruedas con
la cremallera de la figura 9.18, definir las condiciones de tallado de ambas
ruedas. 3) Calcular el addendum de las ruedas que permiten obtener la
ma´xima relacio´n de contacto, as´ı como el valor de la misma.
Prob. 9.4 En el tren de engranajes de la figura 9.19 todas las ruedas tienen
mo´dulo 2 mm y d = 50 mm. Hallar 1) La relacio´n de velocidades ωs/ωe,
dados z1 = 25 y z4 = 25. 2) Se quiere redisen˜ar el tren de engranajes
para obtener que la relacio´n de velocidades sea lo ma´s pequen˜a posible,
pero manteniendo la distancia d. Para ello, se van a cambiar las ruedas por
otras de igual mo´dulo pero distinto nu´mero de dientes. Se desea que todas
las ruedas este´n normalizadas (talladas con cremallera de a´ngulo de presio´n
ψ = 20o y addendum igual al mo´dulo), sin correccio´n, y que ninguna de
ellas tenga interferencia de tallado. Determinar los nu´meros de dientes. 3)
Si las ruedas 4 y 5 son de dientes rectos y tienen z4 = 25 y z5 = 25,
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determinar las correcciones necesarias. 4) Si las ruedas 4 y 5 son de dientes
helicoidales y tienen z4 = 25 y z5 = 25, determinar el a´ngulo de presio´n
aparente.
Prob. 9.5 En el tren de engranajes de la figura 9.20, determinar 1) La
relacio´n de velocidades ω8/ω1, en funcio´n de los nu´meros de dientes de las
ruedas. 2) Su-poniendo que todas las ruedas tienen el mismo mo´dulo y que
los engranajes esta´n sin corregir, determinar las relaciones que deben de
cumplirse entre los nu´meros de dientes de las ruedas de dicho tren. 3) Si
originalmente se tiene z5 = 25, z6 = 40, z7 = 18, z8 = 47, pero se desea
cambiar z8 por 46 dientes sin modificar las distancias entre ejes, determinar
las correcciones a realizar en las ruedas 7 y 8 para que el tren de engranajes
pueda funcionar.
Prob. 9.6 En el tren de engranajes de la figura 9.21 se conocen los nu´meros
de dientes de las ruedas zA = 20, zB = 20, zC = 30, zD = 21, zE = 25, zH =
18, zI = 16, zJ = 18. Se pide 1) Hallar la relacio´n de velocidades ω2/ω1. 2)
Con las ruedas normales, por razones cinema´ticas, se debe cambiar la rueda
G por otra de nu´mero de dientes zG = 25. Determinar las correcciones que
han de hacerse para que el tren de engranajes funcione correctamente.
Prob. 9.7 Dado el tren epicicloidal de la figura 9.22, con ruedas de igual
mo´dulo m = 8 mm y dientes z1 = 20, z2 = 40, z3 = 20, z4 = 24, z6 = 30,
z7 = 30, z8 = 30, z9 = 40, z10 = 50, se pide 1) Hallar la relacio´n de
velocidades ωs/ωe. 2) Se desea modificar la distancia entre las ruedas 9
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y 10 de manera que sea 350 mm. Determinar las correcciones necesarias
comprobando la interferencia de tallado y las condiciones de apuntamiento.
Prob. 9.8 Se desea que el tren epicicloidal de la figura 9.23 sea sumador,
es decir, ωC = ωA + ωB. Sabiendo que z1 = 28 y z2 = 42, que los dos
portasate´lites tienen igual radio y que todas las ruedas son de igual mo´dulo,
determinar los nu´meros de dientes z3, z4, z5, z6, y z7.
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Prob. 9.9 En el tren de la figura 9.24 todas las ruedas tienen mo´dulo
m = 2 mm. Sabiendo que z1 = 100, z2 = 30 y ωA/ωB =
9
149 , definir las
ruedas 3 y 4.
Prob. 9.10 El tren de engranajes de la figura 9.25 se conoce con el nom-
bre de paradoja de Ferguson. El engranaje 3 esta´ fijo, mientras que los
engranajes 1 y 2 pueden girar libre e independientemente el uno del otro.
Los engranajes 1, 2 y 3 tienen, respectivamente, 99, 101 y 100 dientes y
engranan todos ellos con el engranaje 4 de 20 dientes, que esta´ unido a
la manivela t y puede girar alrededor de su eje. La paradoja consiste en
que al girar la manivela en una direccio´n, la rueda 2 gira muy lentamente
en la misma direccio´n, mientras que la rueda 1 gira muy lentamente en la
direccio´n opuesta. Se pide 1) Hallar las relaciones de velocidades ω2/ωt y
ω1/ωt en funcio´n de z1, z2, z3 y z4. Una vez hecho esto, sustituir los valores
nume´ricos de los nu´meros de dientes. 2) Determinar que´ engranajes necesi-
tan ser corregidos y el valor de dicha correccio´n. Nota: Todos los engranajes
tienen mo´dulo m = 4 mm y a´ngulo de presio´n de 20o.
Prob. 9.11 Al subir una cuesta, un ciclista apoya todo su peso de 80 kg
sobre un pedal. El sistema de transmisio´n de potencia a la rueda no es
el convencional, basado u´nicamente en platos y pin˜ones, sino que adema´s
cuenta con un tren reductor epicicloidal como el mostrado en la figura
9.26. El plato 1 de 46 dientes conduce al pin˜o´n 2 de 16 dientes. El pin˜o´n
2 es hueco y en su interior se ha tallado un engranaje interno de z3 = 60
dientes que arrastra a 4 sate´lites ide´nticos y los obliga a girar alrededor de
un engranaje central fijo de z5 = 20 dientes. Los sate´lites 4 esta´n unidos
mediante el elemento 6, con forma de cruz, que transmite el movimiento a
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la rueda (no mostrada en la figura). 1) Calcular la relacio´n de velocidades
ω6/ω1. 2) Calcular la fuerza tangencial nominal que actu´a en cada una
de las circunferencias primitivas de los engranajes 4 cuando el pedal se
encuentra en posicio´n horizontal, con la carga de 80 kg actuando sobre e´l.
El mo´dulo de todos los engranajes es m = 0,79375 mm y la longitud de la
biela es L = 166 mm. Tomar g = 9,8 m/s2.
Prob. 9.12 La figura 9.27 muestra un aerogenerador que convierte la energ´ıa
cine´tica del viento en energ´ıa ele´ctrica. El viento impulsa el rotor, cuyo
movimiento de giro es transmitido a un generador ele´ctrico, encargado de
producir electricidad. Por diversas consideraciones econo´micas y te´cnicas,
las velocidades de giro de los generadores ele´ctricos suelen ser de unas 1500
rpm. Por otro lado, para aprovechar la accio´n del viento el rotor suele ser
de grandes dimensiones, por lo que su velocidad de giro no puede ser ele-
vada y suele situarse en torno a las 30 rpm. La diferencia de velocidades
angulares entre el rotor y el generador obliga a instalar cajas multiplicado-
ras. Para una ma´quina de 750 kw, la relacio´n de multiplicacio´n suele ser de
aproximadamente 1/50. La ma´quina de la figura 9.27 dispone de una ca-
ja multiplicadora compuesta por cuatro trenes de engranajes: uno de tipo
1 y tres de tipo 2. Los esquemas internos de estas cajas pueden verse en
la figura 9.28. Suponiendo conocidos los nu´meros de dientes de todos los
engranajes, calcular la relacio´n de velocidades ωE/ωA.
Prob. 9.13 Hallar la relacio´n ωs/ωe de los trenes de engranajes de las
figuras 9.29 y 9.30. Datos: z1 = 75, z2 = 75, z3 = 30, z4 = 120, z5 = 100,
z6 = 40, z7 = 30.
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Prob. 9.14 El tren de engranajes de la figura 9.31 es un tren planetario
empleado en una caja de cambios automa´tica. Para modificar la relacio´n de
velocidades, se cambia meca´nicamente el elemento fijo, de forma que cambia
la relacio´n de velocidades entrada y salida. Se pide, rellenar la tabla con
las tres relaciones de velocidad posibles. Datos: z1 = 24, z2 = 12, z3 = 12,
z4 = 72.
Entrada Salida Bloqueado Hallar
1 t 4 ωt/ω1
t 4 1 ω4/ωt
1 4 t ω4/ω1
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Cap´ıtulo 10
Equilibrado de rotores
10.1. Concepto de equilibrado
En las ma´quinas con elementos rotativos no equilibrados se producen
fuerzas de excitacio´n armo´nicas sobre los apoyos, que son proporcionales
a las fuerzas de inercia y crecen con el cuadrado de la velocidad angular.
Habitualmente, un sistema desequilibrado se caracteriza por la existencia
de vibraciones, ruidos, desgastes y, en general, por un mal funcionamiento.
Para minimizar el efecto de las fuerzas de excitacio´n es necesario an˜adir
masas puntuales de equilibrado que compensen el efecto de las fuerzas de
inercia de desequilibrio, de manera que los ejes y apoyos no reciban fuerzas
de excitacio´n o, al menos, e´stas sean mı´nimas.
Para ilustrar el concepto del equilibrado, podemos utilizar el ejemplo de
la figura 10.1, que muestra un rotor con una masa m situada a distancia r
F=mw2r
w
Equilibrado
Eje
Figura 10.1: Fuerzas provocadas por un rotor desequilibrado.
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del eje, que gira a velocidad angular ω. La fuerza de desequilibrio F = mω2r
que se transmite al eje puede eliminarse por completo an˜adiendo otra masa
m igual, situada sime´tricamente respecto del eje, que compense totalmente
el desequilibrio.
10.2. Teor´ıa del equilibrado de rotores
Consideremos el rotor representado en la figura 10.2, con dos sistemas
de referencia, uno fijo {0} y otro r´ıgidamente unido al rotor {r}, que gira
con velocidad angular constante ω.
Llamando R a la resultante de las reacciones en los dos apoyos podemos
aplicar las ecuaciones de Newton al rotor, con lo que obtenemos
rR = m raG = m (
rω × rω × rrG) (10.1)
donde aG es la aceleracio´n del centro de gravedad del rotor y rG son sus
coordenadas. El super´ındice a la izquierda r indica que todas las compo-
nentes esta´n referidas al sistema de referencia {r} del rotor. La ecuacio´n
10.1 se puede escribir como
rR = m

0
0
ω
×

0
0
ω
×

rxG
ryG
rzG
 =

−mω2 (rxG)
−mω2 (ryG)
0
 (10.2)
Esta ecuacio´n muestra que las reacciones en los apoyos crecen con el
cuadrado de la velocidad angular. Tambie´n indican que para eliminar las
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reacciones dina´micas es necesario hacer que las coordenadas rxG e
ryG sean
nulas, es decir, que el centro de gravedad del rotor se encuentre en su eje.
Cuando un rotor satisface esta condicio´n se dice que esta´ esta´ticamente
equilibrado.
Llamando N al momento de reaccio´n resultante en los apoyos respecto
al punto O, podemos escribir las ecuaciones de Euler con respecto al punto
O como
rN = rω × rIO rω =

0
0
ω
×
 rIx −rIxy −rIxz−rIxy rIy −rIyz
−rIxz −rIyz rIz

0
0
ω
 =
=

ω2 (rIyz)
−ω2 (rIxz)
0
 (10.3)
Se puede ver que N tambie´n crece con el cuadrado de la velocidad
angular. En este caso, para que los momentos de reaccio´n sean nulos, es
necesario que los productos de inercia rIxz e
rIyz sean nulos.
Cuando un rotor satisface simulta´neamente la condicio´n de que su cen-
tro de gravedad esta´ sobre el eje y que los productos de inercia rIxz e
rIyz
son nulos, se dice que esta´ dina´micamente equilibrado, y en e´l las reacciones
en los apoyos son constantes e independientes de la velocidad de giro.
Para equilibrar dina´micamente un rotor es necesario utilizar al menos
dos masas puntuales, normalmente situadas en la periferia del rotor, cuyo
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cometido es anular las reacciones dina´micas producidas por el desequilibrio.
Para demostrar por que´ son necesarias dos masas y no es suficiente con
una sola, consideramos el rotor de la figura 10.3, donde se han dibujado la
fuerza R y el momento N de reaccio´n, ambos proporcionales al cuadrado
de la velocidad angular y con velocidad de rotacio´n igual a la del rotor.
A distancia r se coloca una masa m1 en la periferia, de magnitud tal que
equilibre la resultante R, de modo que
R = m1 ω
2 r (10.4)
Con ello, el rotor queda esta´ticamente equilibrado pues la reaccio´n R
se compensa con m1 ω
2 r. Ahora bien, adema´s de R hay que anular N, lo
que no es posible con la misma masa m1, pues aunque tanto R como N se
encuentran en el plano perpendicular al eje, en general tienen direcciones
diferentes. Por tanto, para anular ambas simulta´neamente sera´ necesario
utilizar una segunda masa m2.
Otra forma de demostrar la necesidad de emplear dos masas para el
equilibrado dina´mico es escribiendo las ecuaciones que obligan a que las
coordenadas rxG e
ryG del centro de gravedad sean nulas y que los pro-
ductos de inercia rIxz e
rIyz sean tambie´n nulos. Las ecuaciones son las
siguientes:
m (rxG) +m1 r cosα1 +m2 r cosα2 = 0
m (ryG) +m1 r senα1 +m2 r senα2 = 0
rIxz +m1 r cosα1 z1 +m2 r cosα2 z2 = 0 (10.5)
rIxz +m1 r senα1 z1 +m2 r senα2 z2 = 0
donde m es la masa del rotor y los a´ngulos α1 y α2 se muestran en la figura
10.3. Las dos primeras ecuaciones imponen la condicio´n de que el centro de
gravedad este´ en el eje, mientras que las dos u´ltimas aseguran la condicio´n
de que los productos de inercia sean nulos. Puesto que los valores rxG,
ryG,
rIxz e
rIyz toman valores arbitrarios en un rotor desequilibrado, queda claro
que no ponemos anular las cuatro ecuaciones prescindiendo de la masa m2
y variando solamente los para´metros m1, α1 y z1, lo que demuestra que son
necesarias al menos dos masas para el equilibrado dina´mico.
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Figura 10.4: Equilibrado esta´tico.
10.3. Me´todo experimental de equilibrado esta´ti-
co
En este apartado se explica un sencillo me´todo de equilibrado esta´tico,
que puede ser aplicado en algunos casos particulares en que el rotor gire
a velocidades moderadas y el rozamiento en los apoyos sea suficientemente
pequen˜o.
Consideremos un rotor desequilibrado de masa m y radio r, mostrado en
la la figura 10.4, cuyo centro de gravedad esta´ separado del eje una cantidad
e desconocida. Cuando el rotor se coloca sobre unos cojinetes, que supon-
dremos sin rozamiento, la gravedad hara´ que el centro de masas del rotor
se desplace hasta alcanzar su posicio´n ma´s baja, en donde permanecera´ en
reposo. En ese momento, colocamos una masa de prueba m′ en la posicio´n
indicada en la figura, que rompe el equilibrio esta´tico. Para recuperarlo,
el rotor gira un a´ngulo ϕ, que puede ser medido experimentalmente, hasta
alcanzar una nueva posicio´n de equilibrio. La condicio´n de equilibrio del
rotor se puede escribir como
m′g r cosϕ = mg e senϕ (10.6)
de donde se puede determinar el valor de e como
e =
m′ r
m tanϕ
(10.7)
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Figura 10.5: Bancada para el equilibrado dina´mico de un rotor.
La masa de equilibrado me debe hacer que el centro de gravedad se situ´e
en el eje, para lo cual se debe situar en el punto P , en posicio´n opuesta a G.
La magnitud de esta masa debe ser tal que el momento esta´tico de primer
orden sea nulo, lo que se puede escribir como
me r = me (10.8)
Despejando me y sustituyendo la ecuacio´n 10.7 obtenemos finalmente
me =
me
r
=
m′
tanϕ
(10.9)
10.4. Me´todo experimental de equilibrado dina´mi-
co
En la actualidad el equilibrado de rotores se puede llevar a cabo de
muchas formas distintas, bien sea en bancos de ensayo o mediante me´to-
dos de equilibrado in situ. Los bancos de ensayo son los me´todo preferidos
para el equilibrado de rotores de taman˜o pequen˜o o moderado, porque
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vienen completamente equipados con sensores y programados para deter-
minar automa´ticamente el lugar de colocacio´n y la magnitud de las masas
de equilibrado. En este apartado veremos, ma´s con fin pedago´gico que con
fin pra´ctico, un me´todo experimental para equilibrar rotores en un banco
de ensayos, que se ilustra en la figura 10.5. Se compone de un bastidor
sobre el que se monta el rotor, que es impulsado hasta una velocidad de
rotacio´n ω constante por un motor que no se ha dibujado. El bastidor se
puede articular al elemento fijo en dos planos distintos 1 y 2. Con el basti-
dor articulado en el plano 1, se coloca un muelle de rigidez k en el extremo
opuesto, que mantiene el bastidor en posicio´n horizontal antes de ponerlo
en marcha.
Al poner en marcha el rotor, se producen sobre los apoyos reacciones de
desequilibrio que, como sabemos, son proporcionales a ω y giran a la misma
velocidad que e´ste. Puesto que el bastidor esta´ soportado por un muelle,
al aparecer fuerzas oscilatorias de desequilibrio todo e´l comienza a vibrar
con un movimiento oscilatorio s(t), que suponemos de pequen˜a amplitud.
Es fa´cil demostrar que el movimiento s(t) es armo´nico, de frecuencia ω y
que su amplitud S1 es proporcional al mo´dulo del momento de desequilibrio
N1 respecto del plano 1. Llamando c a esta constante de proporcionalidad,
podemos escribir
S1 = cN1 (10.10)
Para equilibrar el rotor en el plano 1 colocaremos una masa de magni-
tud m2 en el plano 2, de manera que las oscilaciones queden anuladas. El
me´todo seguido para anular estas vibraciones se denomina me´todo de las
tres carreras, y consta de los siguientes pasos:
Se pone en marcha el rotor y se mide la amplitud de las oscilaciones
S1.
Se coloca una masa de prueba m′ en una posicio´n arbitraria α del
plano 2, y se vuelven a medir la amplitud de la oscilacio´n S2.
Se elimina la masa del paso anterior, se coloca la misma masa m′
en una posicio´n α + pi y se mide por tercera vez la amplitud de la
oscilacio´n S3.
Estas tres mediciones nos permiten determinar la masa m2 que bus-
camos. Para entender el proceso que desarrollaremos a continuacio´n, es
preciso recordar que el momento de desequilibrio y la amplitud medida en
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el extremo del bastidor son proporcionales y, por tanto, equivalentes salvo
por un factor de escala.
En la segunda carrera, el rotor funciona con dos momentos de desequi-
librio superpuestos: uno es el desequilibrio interno del rotor N1 y el otro el
momento respecto al plano 1 que genera la masa de prueba m′. Puesto que
ambos momentos actu´an simulta´neamente, la amplitud S2 que medimos es
proporcional a su suma, como se refleja en la figura 10.6, donde tambie´n se
puede ver la masa m′ y su fuerza de inercia m′ ω2 r, que genera un momento
m′ ω2 r d respecto del plano 1, perpendicular a la fuerza. El momento de
desequilibrio total es, por tanto, la suma del momento N1 y del momento
m′ ω2 r d, y es proporcional a la amplitud medida S2.
En la tercera carrera podemos hacer un razonamiento totalmente ana´lo-
go, que queda plasmado en la figura 10.7.
Podemos fusionar las dos figuras 10.6 y 10.7 en la figura 10.8, que con-
centra las sumas de momentos de desequilibrio. Esta´ claro el rotor que-
dara´ equilibrado si conseguimos compensar el momento de desequilibrio
interno N1 con otro momento igual y de signo contrario N
e
1 , creado por
medio de una masa de equilibrado m2. La fuerza de inercia correspondiente
a dicha masa sera´ m2 ω
2 r y estara´ situada en un plano ortogonal a N1. El
momento correspondiente a m2 sera´:
N e1 = m2 ω
2 r d (10.11)
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que debe coincidir con N1. Por tanto, la masa de equilibrado valdra´
m2 =
N1
ω2 r d
=
S1/c
S0/m′ c
= m′
S1
S0
(10.12)
siendo S0/c la longitud del segmento m
′ ω2 r. El a´ngulo de colocacio´n de
la masa de equilibrado es ψ, medido respecto al momento m′ ω2 r generado
por la primera masa de prueba, lo que equivale a un a´ngulo absoluto de
α+ ψ + pi2 .
Para calcular el a´ngulo ψ, se parte de tres amplitudes medidas S1, S2 y
S3, correspondientes a las tres carreras, y se realiza una construccio´n gra´fica
como la de la figura 10.8. Para ello, se dibujan los tres segmentos con un
origen comu´n y con sus extremos alineados, de manera que las longitudes
de los dos segmentos interceptados por los extremos libres deben ser iguales
entre s´ı. Llamando S0 a la longitud de estos segmentos, se pueden hacer
dos construcciones diferentes, dependiendo del orden en que se dibujen los
segmentos S1, S2 y S3, lo que da origen a dos posibles a´ngulos ψ diferentes.
Como so´lo uno de ellos equilibra el rotor, es necesario disponer de algu´n
dato adicional que resuelva la indeterminacio´n.
Normalmente, se recurre una cuarta carrera en la que la masa de prueba
m′ se situ´a en α+ pi2 , y se mide una nueva amplitud S4. Esta nueva amplitud
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permite hacer una u´nica construccio´n que, en nuestro caso particular (la
amplitud S4 medida es la pequen˜a) es la de la izquierda, por lo que la de
la derecha queda descartada.
10.5. Normalizacio´n del equilibrado de los rotores
El equilibrado perfecto de un rotor so´lo es posible en teor´ıa, ya que en la
pra´ctica todo rotor tiene algu´n desequilibrio. La pra´ctica obliga, por tanto,
a definir niveles tolerables de desequilibrio para cada aplicacio´n concreta,
con objeto de evitar, por una parte, un excesivo y costoso equilibrado que
puede ser innecesario y, por otra, un equilibrado insuficiente que impida el
correcto funcionamiento de la ma´quina.
La norma ISO 1940 establece de forma orientativa los requerimientos de
calidad del equilibrado de los rotores r´ıgidos. La norma define un para´metro
G, denominado grado de calidad del equilibrado, que se obtiene como el
producto G = e ω, donde e representa la excentricidad ma´xima del centro
de gravedad y ω es la velocidad ma´xima de giro del rotor.
En funcio´n del tipo de rotor y de su uso, la norma establece un deter-
minado grado de calidad. Por ejemplo, a los cigu¨en˜ales de motores diesel
marinos con baja velocidad de giro y nu´mero de cilindros impar les asigna
un valor G = 4000 mm/s, a las ruedas de automo´vil un valor G = 40, y a los
cabezales de las rectificadoras de precisio´n y giroscopios un valor G = 0,4
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mm/s. A partir del valor de G, del peso del rotor y su ma´xima velocidad de
giro, la norma establece co´mo obtener el desequilibrio ma´ximo permisible
uper, magnitud que establece el l´ımite ma´ximo tolerable de desequilibrio en
los apoyos.
10.6. Problemas
Prob. 10.1 Se pretende equilibrar un rotor por el me´todo de las tres ca-
rreras. Una vez articulado el bastidor en el plano 1 se mide una amplitud
S1 = a. Se coloca una masa M = 50 g y se miden las amplitudes S2 = a
√
3,
S3 = a, S4 = 0,518 a para a´ngulos α, α + pi, α − pi2 . A continuacio´n se
articula el bastidor en el plano 2 y , siguiendo los mismos pasos, se hallan
las amplitudes S1 = a
′/
√
2, S2 = a
′, S3 = a′, S4 = a′
√
2. Suponiendo que
las masas de equilibrado se colocan a la misma distancia del eje que las
masas de prueba, hallar las masas de equilibrado y el a´ngulo de colocacio´n
medido respecto a la masa de prueba.
Prob. 10.2 Sobre un eje horizontal apoyado en A y B esta´n soldadas las
barras CE y DF segu´n la disposicio´n y dimensiones de la figura 10.10.
La masa por unidad de longitud de las barras es M . Se quieren colocar 2
masas, una de ellas m1 en el plano C y otra m2 en el plano D, ambos a 1 m
del eje, de manera que el eje quede equilibrado. Suponiendo que el conjunto
gira con velocidad ω constante, determinar m1, m2 y los a´ngulos α1, α2 a
los que se deben colocar las masas.
Prob. 10.3 La pieza en forma de U de la figura 10.11 gira alrededor de
un eje vertical con velocidad ω constante. Sabiendo que cada tramo tiene
longitud L y masa M uniformemente distribuida, hallar las reacciones en
A.
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Prob. 10.4 La figura 10.12 representa una rueda de masa M = 8 kg,
dia´metro D = 500 mm y longitud L = 120 mm, r´ıgidamente unido a los
ejes xyz, que gira con velocidad angular ω = 1275 rpm. Se supone que la
rueda es un cilindro perfecto, sin defectos de construccio´n, y que x′y′z′ esta´n
situados en su centro de gravedad. Sabiendo que las coordenadas de O′ en
los ejes x′y′z′ son (0,66,−0,75, 300) mm, hallar: 1) Reacciones y momentos
en O. 2) Reacciones y momentos en O si el disco se equilibra esta´ticamente
en el plano 1. 3) Masas de equilibrado y su orientacio´n en los planos 1 y 2.
Cap´ıtulo 11
Vibraciones en sistemas con
un grado de libertad
11.1. Introduccio´n e historia
La teor´ıa de vibraciones estudia el movimiento oscilatorio de los sis-
temas f´ısicos. Las vibraciones aparecen en tantas situaciones relacionadas
con la vida corriente y con las ma´quinas y estructuras que nos rodean, que
tratar de hacer una lista ser´ıa casi imposible. Pensemos, por ejemplo, en las
vibraciones que experimentamos al viajar en automo´vil o avio´n, al viajar
en tren, las producidas por la ma´quina-herramienta durante el corte, las
que sufren los a´labes de una turbina al girar a varios miles de revoluciones
por minuto o en las que soportan los edificios durante un terremoto.
Las vibraciones aparecen en mayor o menor medida en todas ma´qui-
nas rotativas por efecto del desequilibrio del rotor. En algunos motores,
como los de explosio´n, el desequilibrio es inherente al funcionamiento del
propio motor. Por ejemplo, algunos motores Diesel crean vibraciones en
el suelo que originan molestias a las personas que se encuentran en las
proximidades. Las vibraciones en las turbinas son la causa de accidentes
espectaculares producidos por la rotura de los a´labes, que los ingenieros no
han sido au´n capaces de evitar. Las estructuras disen˜adas para soportar
ma´quinas rotativas con fuerzas de inercia grandes o ma´quinas alternativas
como bombas y motores tambie´n esta´n sujetas a vibraciones. En todos estos
casos, el material puede fallar debido a la fatiga provocada por esfuerzos
alternados. Adema´s, las vibraciones provocan el ra´pido desgaste de algu-
nas partes de las ma´quinas, como los apoyos, rodamientos y engranajes,
al tiempo que generan ruido. Si no se adoptan las debidas precauciones,
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las vibraciones pueden causar que los tornillos y tuercas se aflojen. En la
ma´quina herramienta, las vibraciones deterioran los acabados superficiales.
El disen˜o de sistemas meca´nicos sometidos a vibraciones requiere me´to-
dos de ca´lculo muy diferentes de los utilizados en el ana´lisis estructural
convencional. Mientras que en el caso esta´tico las cargas de una estruc-
tura son razonablemente intuitivas, siguiendo el patro´n lineal por el que
a mayor carga se precisa una mayor mayor seccio´n, en el ca´lculo dina´mico
necesario para las vibraciones el proceso es mucho menos intuitivo. En e´l, la
magnitud de las fuerzas ocupa una importancia secundaria, mientras que la
frecuencia de la fuerza pasa a adquirir una importancia capital. La intuicio´n
puede, incluso, inducir a errores, pues en funcio´n de su frecuencia, algunas
fuerzas perio´dicas pequen˜as pueden tener efectos mucho ma´s perjudiciales
que otras esta´ticas de mayor magnitud.
Toda ma´quina tiene una o mu´ltiples frecuencias naturales y, al ser ex-
citada por fuerzas perio´dicas de frecuencia semejante a alguna de ellas, se
produce el feno´meno de resonancia, que conduce a desplazamientos de am-
plitud creciente, pudiendo llegar al fallo por rotura. Por los serios efectos
que las vibraciones pueden provocar en las ma´quinas y estructuras, muchos
sistemas meca´nicos deben ser disen˜ados y su comportamiento testeado para
verificar su comportamiento bajo vibraciones.
Probablemente, el primer investigador en tratar el movimiento oscila-
torio fue Galileo (1564-1642), quien comenzo´ investigando las oscilaciones
de un pe´ndulo y dedujo la relacio´n existente entre su periodo y la longi-
tud. Galileo descubrio´ tambie´n la ley que rige la ca´ıda libre de los cuerpos
e ideo´ el reloj de pe´ndulo, que unos an˜os ma´s tarde ser´ıa construido por
Huyggens (1656).
Basa´ndose en el trabajo de Galileo, Newton (1642-1727) formulo´ sus co-
nocidas leyes, que constituyen el punto de referencia para escribir las ecua-
ciones del movimiento de los sistemas meca´nicos vibratorios. D’Alembert
(1717-1783) fue el primero en establecer su famoso principio, por el cual
las fuerzas de inercia se pueden considerar de la misma manera que las
fuerzas exteriores, transformando un problema dina´mico en uno esta´tico.
El principio de D’Alembert dio pie a Lagrange (1763-1813) a desarrollar
sus ecuaciones, que describen el movimiento de los sistemas dina´micos por
medio de cantidades escalares (energ´ıa cine´tica y potencial) en lugar de
vectoriales (momento lineal), como la segunda ley de Newton.
Hooke (1635-1703) establecio´ la relacio´n entre la tensio´n y la defor-
macio´n de los so´lidos flexibles. Euler (1707-1783) y Bernouilli (1700-1782)
obtuvieron la ecuacio´n diferencial que gobierna la la transmisio´n de vibra-
ciones en vigas. Entre los frutos de los trabajos de estos dos autores se en-
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cuentra la teor´ıa de vigas conocida como de Euler-Bernouilli, que se estudia
en Resistencia de Materiales. En un terreno diferente, Fourier (1769-1830)
realizo´ otra gran aportacio´n al estudio de vibraciones, al desarrollar las se-
ries que llevan su nombre y que permiten expresar una funcio´n cualquiera
como suma infinita de funciones armo´nicas elementales. El ana´lisis de Fou-
rier es la base del estudio de las vibraciones en el dominio de la frecuencia,
que constituye probablemente la herramienta ma´s fundamental del ana´lisis
experimental de vibraciones.
Otras aportaciones relevantes al estudio de vibraciones procede de Ray-
leigh (1842-1919), quien investigo´ la teor´ıa del sonido, corrigio´ la teor´ıa
de vigas convencional incorporando el efecto de la inercia rotativa y desa-
rrollo´ un me´todo nume´rico para determinar la frecuencia natural ma´s baja
de un sistema. Por su parte, Timoshenko (1872-1972) dio un gran empuje a
la teor´ıa de vigas y placas, desarrollando la conocida viga de Timoshenko,
que incluye el efecto del cortante despreciado en la viga de Euler-Bernouilli.
11.2. Conceptos previos
Veamos un conjunto de conceptos empleados habitualmente en el estu-
dio de vibraciones y que conviene tener presentes antes de pasar al estudio
matema´tico de las vibraciones.
Vibracio´n: Es un movimiento oscilatorio que aparece, por lo general,
en los sistemas meca´nicos sometidos a la accio´n de fuerzas variables
con el tiempo. Distinguiremos entre vibracio´n, que conlleva variacio´n
de energ´ıa potencial ela´stica, como en la figura 11.1, y oscilacio´n, que
no, como en el pe´ndulo de la figura 11.2. Puesto que los sistemas vi-
bratorios y oscilatorios se rigen por ecuaciones similares, es frecuente
estudiarlos juntos y prescindir de la diferencia conceptual entre am-
bas.
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
288 Cap´ıtulo 11. Vibraciones en sistemas con un grado de libertad
m
k
m
k
x1 x2
Figura 11.3: Sistema discreto. Figura 11.4: Sistema continuo.
Grados de libertad: Son los para´metros necesarios para definir de
forma un´ıvoca la configuracio´n del sistema vibratorio. Por ejemplo,
el sistema de la figura 11.3 tiene 2 grados de libertad, que son las dos
coordenadas x1 y x2 que definen del desplazamiento de cada bloque
respecto a sus posiciones de referencia.
Sistemas discretos y sistemas continuos: Se denominan sistemas
discretos aque´llos que pueden ser definidos mediante un nu´mero fini-
to de grados de libertad y continuos aque´llos que necesitan infinitos
grados de libertad para ser exactamente definidos. Por ejemplo, el
sistema de dos grados de libertad de la figura 11.3 es un sistema dis-
creto. En cambio, la viga de la figura 11.4 es un sistema continuo pues
para conocer su deformada es necesario especificar el desplazamiento
vertical de cada uno de sus puntos, que viene dado por una funcio´n
de la forma y(x). Matema´ticamente, los sistemas discretos condu-
cen a ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que los sistemas
continuos conducen a ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
El movimiento vibratorio de los sistemas continuos, a excepcio´n de
unos pocos sistemas con geometr´ıas sencillas, suele abordarse trans-
forma´ndolo en discreto a trave´s de te´cnicas de discretizacio´n como el
me´todo de los elementos finitos.
Sistemas lineales: Sea un sistema meca´nico que responde con mo-
vimientos x1(t) y x2(t) a dos fuerzas f1(t) y f2(t), respectivamente.
Dicho sistema se denomina lineal si a una fuerza f3(t) = a1 f1(t) +
a2 f2(t) responde con un movimiento x3(t) = a1 x1(t) + a2 x2(t). Una
de las caracter´ısticas de los sistemas lineales es que en ellos se puede
aplicar el principio de superposicio´n, que establece que la respuesta a
una excitacio´n combinada se puede obtener combinando las respues-
tas a cada una de las excitaciones simples.
Sistemas definidos y semidefinidos: Un sistema se denomina de-
finido cuando cualquier movimiento que en e´l se produzca conlleva
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una variacio´n de la energ´ıa potencial ela´stica. En cambio, un siste-
ma se denomina semidefinido cuando existe algu´n movimiento que no
conlleva variacio´n de la energ´ıa potencial ela´stica. La figura 11.5 es un
ejemplo de un sistema definido. La figura 11.6, en cambio, muestra un
sistema semidefinido, en el que un desplazamiento de igual magnitud
en ambos bloques no produce variacio´n de la energ´ıa potencial.
Vibraciones libres y forzadas: Vibraciones libres son las que se
producen al sacar un sistema de su posicio´n de equilibrio y dejarlo
oscilar libremente. Vibraciones forzadas son aque´llas que se produ-
cen por accio´n de fuerzas dependientes del tiempo. Los principales
tipos de fuerzas son armo´nicas, perio´dicas, impulso, escalo´n, rampa y
arbitrarias.
Respuesta estacionaria y respuesta transitoria: La respuesta
vibratoria de los sistemas meca´nicos suele estar formada por dos par-
tes: una parte que tiende a cero con el tiempo y que se denomina
respuesta transitoria y otra que permanece, y que se denomina res-
puesta estacionaria. Normalmente, la parte transitoria se debe a las
condiciones iniciales y a las fuerzas independientes del tiempo, mien-
tras que la estacionaria se debe a fuerzas dependientes del tiempo.
Vibraciones deterministas y vibraciones aleatorias: Las vibra-
ciones se denominan deterministas cuando se conocen las fuerzas ex-
citadoras, y se denominan aleatorias cuando so´lo se conocen valores
estad´ısticos de las excitaciones. En este u´ltimo caso, no se puede cal-
cular la respuesta exacta y, en su lugar, se relacionan los valores es-
tad´ısticos de la excitacio´n con los de la respuesta. Ejemplos de fuerzas
aleatorias son las provocadas por los terremotos o las originadas por
el viento.
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11.3. Vibraciones libres
La figura 11.7 muestra el sistema ba´sico de un grado de libertad, com-
puesto por una masa puntual m, un muelle de rigidez k y un amortiguador
de constante c. Llamando x al desplazamiento del bloque respecto de su
posicio´n inicial de equilibrio, el diagrama de so´lido libre del sistema, inclu-
yendo la fuerza de inercia, se muestra en la figura 11.8. Sumando las fuerzas
horizontales e igualando a cero, se obtiene:
mx¨+ c x˙+ k x = 0 (11.1)
La ecuacio´n 11.1 representa una ecuacio´n diferencial lineal de coeficien-
tes constantes, cuya resolucio´n se vera´ en los apartados posteriores para
distintos valores de los coeficientes k y c.
11.3.1. Vibraciones libres no amortiguadas
Consideremos en primer lugar el caso ma´s sencillo de amortiguamiento
nulo. Particularizando la ecuacio´n 11.1 para c = 0, tenemos
mx¨+ k x = 0 (11.2)
Por conveniencia, se divide dicha ecuacio´n por m, resultando
x¨+ ω2n x = 0 (11.3)
donde ωn es una constante que se denomina frecuencia natural del sistema,
y que vale
ωn =
√
k
m
(11.4)
La solucio´n general a la ecuacio´n homoge´nea 11.3 se obtiene ensayando
soluciones del tipo x(t) = eλt. Sustituyendo, se obtiene
A
(
λ2 + ω2n
)
eλt = 0 (11.5)
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Por lo´gica, ni A ni eλt pueden ser nulos, ya que si no la respuesta x(t)
ser´ıa nula. Por tanto, el pare´ntesis debe ser nulo, lo que equivale a
λ = ±i ωn (11.6)
La solucio´n x(t) se obtiene como una combinacio´n lineal de las dos
soluciones posibles
x(t) = A1 e
i ωnt +A2 e
−i ωnt (11.7)
Obse´rvese que aunque en la ecuacio´n 11.7 aparecen nu´meros complejos
la respuesta x(t) ha de ser real, ya que de otra forma no tendr´ıa sentido
f´ısico. Para ello, es necesario que las constantes A1 y A2 sean nu´meros
complejos conjugados. De esta manera, las partes complejas de los dos
sumandos de la ecuacio´n se anulan y el resultado es real. La ecuacio´n se
puede reescribir utilizando funciones trigonome´tricas. Para ello, sustituimos
los te´rminos exponenciales complejos ei ωnt y e−i ωnt por sus equivalentes
trigonome´tricos, mediante las expresiones
ei ωnt = cosωnt+ i senωnt
e−i ωnt = cosωnt− i senωnt (11.8)
lo que conduce a
x(t) = (A1 +A2) cosωnt+ i (A1 −A2) senωnt (11.9)
Puesto que A1 y A2 son complejos conjugados, la suma A1 + A2 es un
nu´mero real al que podemos llamar B1, y el te´rmino i (A1 +A2) tambie´n es
un nu´mero real al que podemos llamar B2. Introduciendo estos dos nuevos
te´rminos, la ecuacio´n 11.9, queda de la forma
x(t) = B1 cosωnt+B2 senωnt (11.10)
Una tercera forma de escribir la ecuacio´n 11.7, o su ana´loga la 11.10,
se obtiene realizando un cambio de variables que transforma las constantes
B1 y B2 en las constantes A y ψ, segu´n las ecuaciones:
B1 = A cosψ
B2 = A senψ (11.11)
Sustituyendo en la ecuacio´n 11.10 y agrupando te´rminos, resulta
x(t) = A cos(ωnt− ψ) (11.12)
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
292 Cap´ıtulo 11. Vibraciones en sistemas con un grado de libertad
que es la forma ma´s habitual de expresar la respuesta a las vibraciones
libres no amortiguadas. Las constantes A y ψ se denominan amplitud y
desfase y se determinan a partir de las condiciones iniciales de posicio´n
x(0) y velocidad x˙(0). Para calcular A y ψ, escribimos
x(0) = x0 = A cosψ
x˙(0) = x˙0 = Aωn senψ (11.13)
de donde despejamos sus valores como
A =
√
x20 +
(
x˙0
ωn
)2
(11.14)
tanψ =
x˙0
ωn x0
(11.15)
La ecuacio´n de x(t) dada por la ecuacio´n 11.12 (o sus ana´logas 11.7 y
11.10) muestra que la respuesta a las ecuaciones libres tiene siempre una
frecuencia constante ωn, que es la frecuencia natural, independientemen-
te de las condiciones iniciales a las que este´ sometida la masa. Es decir,
el hecho de separar mucho el bloque respecto de su posicio´n de equilibrio
no obliga a e´ste a vibrar a mayor frecuencia, sino u´nicamente con mayor
amplitud. Por este motivo, un sistema vibratorio de un grado de libertad
sin amortiguamiento se comporta como un oscilador armo´nico. La frecuen-
cia natural es una propiedad constante del sistema que solamente puede
modificarse cambiando la rigidez o la masa.
11.3.2. Vibraciones libres con amortiguamiento viscoso
Consideramos ahora un sistema amortiguado, como el mostrado en la
figura 11.7, cuya ecuacio´n de equilibrio viene dada por la ecuacio´n 11.1.
Dividiendo por la masa, se obtiene:
x¨+ 2 ξ ωn x˙+ ω
2
n x = 0 (11.16)
donde ωn es la frecuencia natural ya definida y ξ se denomina amortigua-
miento relativo y se define como
ξ =
c
2mωn
(11.17)
Ensayamos ahora soluciones de la forma x(t) = Aeλt , que al ser susti-
tuida en la ecuacio´n 11.16 conduce a
A
(
λ2 + 2 ξ ωn λ+ ω
2
n
)
eλt = 0 (11.18)
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Figura 11.9: Respuesta con amortiguamiento cr´ıtico y supercr´ıtico (ξ ≥ 1)
Al igual que en el caso anterior, el pare´ntesis debe ser nulo para que la
solucio´n tenga sentido, por lo que las soluciones de λ son
λ = −ξ ωn ± ωn
√
ξ2 − 1 (11.19)
Finalmente, la solucio´n general de la ecuacio´n homoge´nea original se
obtiene como una combinacio´n lineal de las soluciones obtenidas para λ,
resultando
x(t) = A1 e
λ1 t +A2 e
λ2 t (11.20)
En la ecuacio´n (9.20) se pueden dar tres casos, dependiendo de si los
exponentes λ1 y λ2 son reales, nulos o imaginarios. Cada uno de los tres
casos da lugar a una respuesta diferente que a continuacio´n se examina.
Amortiguamiento supercr´ıtico (ξ > 1): Las dos ra´ıces λ1 y λ2 son
reales y negativas. Entonces, la respuesta no es oscilatoria sino que se
aproxima a cero asinto´ticamente, siguiendo una funcio´n exponencial
decreciente mostrada en la figura 11.9.
Amortiguamiento cr´ıtico (ξ = 1): Hay una u´nica ra´ız doble λ =
−ξ ωn. En este caso, la solucio´n general de la homoge´nea no es como
la de ecuacio´n 11.20, sino de la forma
x(t) = A1 e
λ t +A2 t e
λ t (11.21)
Esta respuesta tiene forma exponencial decreciente, como se puede
ver tambie´n en la figura 11.9.
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Amortiguamiento subcr´ıtico (ξ < 1): En este caso, las ra´ıces λ1
y λ2 son complejas conjugadas y su expresio´n es
λ = −ξ ωn ± i ωd (11.22)
donde ωd se denomina frecuencia de las vibraciones amortiguadas y
se define como
ωd = ωn
√
1− ξ2 (11.23)
Entonces, la solucio´n general vendra´ dada por
x(t) = A1 e
(−ξ ωn+i ωd) t +A2 e(−ξ ωn−i ωd) t (11.24)
Sacando factor comu´n:
x(t) = e−ξ ωn t
(
A1 e
i ωd t +A2 e
−i ωd t) (11.25)
Esta ecuacio´n se asemeja a la 11.7, pues en ambas aparece una suma
de dos te´rminos exponenciales complejos. Vimos anteriormente que
dicha ecuacio´n se pod´ıa escribir tambie´n de las formas dadas en las
ecuaciones 11.10 y 11.12. Por analog´ıa, la ecuacio´n 11.25 se puede
escribir de otras dos formas equivalentes:
x(t) = e−ξ ωn t (B1 cosωd t+B2 senωd t) (11.26)
x(t) = Ae−ξ ωn t cos (ωd t− ψ) (11.27)
En este caso, la respuesta es oscilatoria, de la forma mostrada en la
figura 9.10.
11.4. Respuesta a las excitaciones armo´nicas
Las excitaciones armo´nicas son de suma importancia, por la frecuencia
con que se dan en la pra´ctica y porque cualquier excitacio´n de tipo general
puede expresarse como suma infinita de excitaciones armo´nicas mediante
las series o la integral de Fourier. Teniendo en cuenta el principio de super-
posicio´n, si una fuerza general es suma de fuerzas armo´nicas, la respuesta
a una fuerza general puede obtenerse como suma de las respuestas a las
fuerzas armo´nicas que la componen. Esta es la base de lo que se conoce
como ana´lisis de Fourier.
11.4. Respuesta a las excitaciones armo´nicas 295
-1
-0,8
-0,6
-0,4
-0,2
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
0 1 2 3 4 5
t
x
(t
)
x=0.5
x=0.3
x=0.2
x=0.1
Figura 11.10: Respuesta con amortiguamiento subcr´ıtico (ξ < 1)
11.4.1. Respuesta a las excitaciones armo´nicas en un siste-
ma amortiguado
Tratamos de resolver la ecuacio´n diferencial
mx¨+ c x˙+ k x = f(t) = Fei ω t (11.28)
Dividiendo por m, ana´logamente a lo que se hizo en la ecuacio´n 11.16,
tenemos
x¨+ 2 ξ ωn x˙+ ω
2
n x =
F
m
ei ω t (11.29)
Como es sabido, la respuesta a esta ecuacio´n diferencial se obtiene su-
mando a la solucio´n general de la ecuacio´n homoge´nea una solucio´n par-
ticular de la ecuacio´n completa. La solucio´n general de la homoge´nea se
ha visto en el apartado anterior. Frecuentemente, dicha solucio´n general
se omite, pues representa una componente transitoria que tiende a cero a
medida que el tiempo avanza. En cambio, la solucio´n particular de la com-
pleta es estacionaria y, para calcularla, ensayamos una solucio´n de la forma
x(t) = X ei ω t. Sustituyendo en la ecuacio´n 11.29 tenemos
(−ω2 + 2 ξ ωn i ω + ω2n)X ei ω t =
F
m
ei ω t (11.30)
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Figura 11.11: Respuesta estacionaria a una excitacio´n armo´nica.
Despejando:
X =
F
m
−ω2 + 2 ξωn i ω + ω2n
=
F
mω2n
−
(
ω
ωn
)2
+ 2 i ξ
(
ω
ωn
)
+ 1
(11.31)
Llamando β a la relacio´n entre la frecuencia de excitacio´n ω y la fre-
cuencia natural ωn, resulta
X =
F/k
1− β2 + 2 i ξ β (11.32)
Entonces, la respuesta a las excitaciones armo´nicas es tambie´n armo´ni-
ca, y de frecuencia igual a la frecuencia de excitacio´n, y se puede escribir
x(t) =
1/k
1− β2 + 2 i ξ β F e
i ω t (11.33)
De forma ma´s compacta
x(t) = H(ω) f(t) (11.34)
donde H(ω) se denomina funcio´n de transferencia, y se define como
H(ω) =
1/k
1− β2 + 2 i ξ β (11.35)
La respuesta x(t) es compleja ya que la excitacio´n tambie´n lo era. Su
parte real tiene forma de funcio´n armo´nica, como la indicada en la figura
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11.11. Para calcular la parte real (o imaginaria) de la respuesta tenemos
que determinar primero el mo´dulo de x(t) y su a´ngulo de fase. El mo´dulo
de x(t) se obtiene hallando el cociente entre el mo´dulo del numerador y el
del denominador de la ecuacio´n 11.33, resultando
|x(t)| = F/k√
(1− β2)2 + 4 ξ2 β2
(11.36)
El mo´dulo de la respuesta se suele escribir de forma compacta como
|x(t)| = D F
k
(11.37)
donde D se denomina factor de amplificacio´n dina´mica y se define como
D =
1√
(1− β2)2 + 4 ξ2 β2
(11.38)
Obse´rvese que el mo´dulo de la respuesta, dado por la ecuacio´n 11.37,
contiene el factor F/k, que representa el desplazamiento esta´tico, es decir, lo
que se desplazar´ıa el bloque en caso de que la fuerza f(t) no fuese armo´nica,
sino de magnitud constante F . El te´rmino D se puede ver como un factor
que amplifica el desplazamiento esta´tico del sistema, de ah´ı su nombre.
El a´ngulo de fase de x(t) se obtiene sumando los a´ngulos de fase del
numerador y restando los del denominador de la ecuacio´n 11.33, resultando
θ = ω t− tan−1 2 ξ β
1− β2 (11.39)
Puesto que el a´ngulo de fase de la fuerza es ωt, se deduce que la respuesta
x(t) esta´ retrasada con respecto a f(t) un a´ngulo ψ, cuyo valor es
ψ = tan−1
2 ξ β
1− β2 (11.40)
La representacio´n gra´fica deD respecto a β se muestra en la figura 11.12.
Como se puede ver, el factor de amplificacio´n dina´mica presenta un ma´ximo,
tanto ma´s acusado cuanto menor es el valor de ξ, en las proximidades de
β = 1. Esto indica que, cuando un sistema es excitado a una frecuencia
pro´xima a su frecuencia natural, responde con un movimiento oscilatorio
cuya amplitud es mucho mayor que la que corresponder´ıa a la misma fuerza
aplicada esta´ticamente. Un sistema excitado a su frecuencia natural se dice
que esta´ en resonancia.
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Figura 11.12: Factor de amplificacio´n dina´mica.
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Figura 11.13: Desfase entre la excitacio´n y la respuesta.
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La representacio´n gra´fica del a´ngulo de desfase ψ entre la excitacio´n y
la respuesta se muestra en la figura 11.13. Como se puede ver, al excitar a
la frecuencia de resonancia el a´ngulo de desfase es ξ = pi2 , lo que significa
que cuando la excitacio´n pasa por su valor ma´ximo, la respuesta toma valor
nulo, y viceversa. Para valores de β grandes el a´ngulo de desfase se aproxima
asinto´ticamente a 180o.
El valor ma´ximo del factor de amplificacio´n dina´mica se produce en los
alrededores de β = 1, en un punto que calcularemos a continuacio´n. Para
ello, consideremos la funcio´n D2, cuyo ma´ximo ocurre para el mismo valor
de β que la funcio´n D. Tomando la derivada parcial con respecto a β e
igualando a cero, se obtiene
dD2
dβ
= −2
(
1− β2) (−2β) + 8 ξ2 β[
(1− β2)2 + 4 ξ2 β2
]2 = 0 (11.41)
Igualando el numerador a cero y despejando β, obtenemos
β =
√
1− 2 ξ2 (11.42)
cuyo valor es muy pro´ximo a la unidad para valores pequen˜os de ξ. Susti-
tuyendo en la ecuacio´n 11.38 y simplificando, se obtiene el valor ma´ximo
del factor de amplificacio´n dina´mica
Dmax =
1
2 ξ
√
1− ξ2 (11.43)
Dado que habitualmente ξ es mucho menor que la unidad, se puede
aproximar el ma´ximo mediante la expresio´n
Dmax ≈ 1
2 ξ
(11.44)
que sera´ utilizada posteriormente.
11.4.2. Excitacio´n a la frecuencia de resonancia en sistemas
no amortiguados
Un sistema no amortiguado excitado con una fuerza armo´nica de fre-
cuencia ω viene gobernado por la ecuacio´n
mx¨+ c x˙+ k x = F cosωnt (11.45)
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Como se ha visto, la respuesta se puede escribir como suma de una
componente transitoria xh(t)
xh(t) = B1 cosωn t+B2 senωn t (11.46)
y otra estacionaria xp(t), que es la parte real de la solucio´n particular vista
en la ecuacio´n 11.33:
xp(t) =
1/k
1− β2 F cosω t (11.47)
Por tanto, la solucio´n general obtenida sumando ambas resulta
x(t) = B1 cosωn t+B2 senωn t+
1
1− β2
F
k
cosω t (11.48)
Cuando la frecuencia de excitacio´n coincide con la frecuencia de re-
sonancia (β = 1) el denominador se vuelve nulo, por lo que la respuesta
tiende a infinito. Las constantes B1 y B2 se pueden calcular a partir de las
condiciones iniciales x(0) = x0 y x˙(0) = x˙0, obtenie´ndose:
B1 = x0 − F
k
1
1− β2 , B2 =
x˙0
ωn
(11.49)
Sustituyendo y agrupando te´rminos, resulta
x(t) = x0 cosωn t+
x˙0
ωn
senωn t+
F
k
(
cosω t− cosωn t
1− β2
)
(11.50)
Puesto que el u´ltimo te´rmino se vuelve indeterminado cuando ω = ωn,
podemos aplicar la regla de L’Hoˆpital para calcular el l´ımite de este te´rmino
cuando ω tiende a ωn:
l´ım
ω→ωn
cosω t− cosωn t
1− β2 = l´ımω→ωn
d
dω (cosω t− cosωn t)
d
dω
(
1− ω2ωn
) =
= l´ım
ω→ωn
t senω t
2ω
ω2n
=
ωn t
2
senωn t (11.51)
Por tanto, la respuesta del sistema se convierte en
x(t) = x0 cosωn t+
x˙0
ωn
senωn t+
F
k
ωn t
2
senωn t (11.52)
Esta ecuacio´n, que expresa la respuesta del sistema, crece indefinida-
mente de forma oscilante, ganando energ´ıa en cada ciclo. La gra´fica de x(t)
correspondientes a unas condiciones iniciales nulas se puede ver en la figura
11.14.
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Figura 11.14: Respuesta a la excitacio´n en frecuencia de resonancia.
11.4.3. Feno´meno de golpeteo
Cuando la frecuencia de excitacio´n esta´ pro´xima a la frecuencia de reso-
nancia pero no coincide exactamente con ella, se puede producir el feno´meno
de golpeteo, consistente en una respuesta que crece progresivamente y luego
disminuye, repitie´ndose c´ıclicamente.
Para explicar este feno´meno, consideremos de nuevo la solucio´n dada
por la ecuacio´n 11.50 particularizada para el caso en que las condiciones
iniciales sean nulas, es decir x0 = 0 y x˙0 = 0
x(t) =
F
k
(
cosω t− cosωn t
1− β2
)
=
F/m
ω2n − ω2
(cosω t− cosωn t) (11.53)
Se puede comprobar mediante transformaciones trigonome´tricas que es-
ta expresio´n es equivalente a
x(t) =
F/m
ω2n − ω2
2 sen
(
ω + ωn
2
t
)
sen
(
ωn − ω
2
t
)
(11.54)
Supongamos que la frecuencia de excitacio´n es ligeramente inferior a la
frecuencia natural, de forma que
ωn − ω = 2  (11.55)
donde  es una cantidad pequen˜a y positiva. Entonces, los valores de ωn y
ω son muy parecidos, cumplie´ndose la relacio´n aproximada
ω + ωn ≈ 2ω (11.56)
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
302 Cap´ıtulo 11. Vibraciones en sistemas con un grado de libertad
x(t)
t
2π
ω
2π
ε
Figura 11.15: Feno´meno de golpeteo.
Multiplicando las ecuaciones 11.55 y 11.56, resulta
ω2n − ω2 ≈ 4 ξ ω (11.57)
Utilizando las expresiones 11.55-11.57 dentro de la ecuacio´n 11.54, se
obtiene
x(t) =
(
F/m
2  ω
sen  t
)
senω t (11.58)
Es fa´cil comprobar que el periodo del te´rmino senω t es menor que el
periodo del te´rmino sen  t, como se muestra en la figura 11.15. Por ello, la
amplitud de la respuesta crece y decrece c´ıclicamente con una frecuencia ,
producie´ndose el feno´meno conocido como golpeteo.
11.4.4. Diagrama de Argand
El diagrama de Argand es una representacio´n en el plano complejo de
las distintas magnitudes que se presentan en las vibraciones armo´nicas.
Tomemos, en primer lugar, la excitacio´n y la respuesta que, como hemos
visto, se pueden escribir
f(t) = F ei ω t (11.59)
x(t) = X ei ω t (11.60)
11.5. Medida del amortiguamiento relativo 303
I
w t
R
f(t)
x(t)
.
y
x(t)
..
x(t)
Figura 11.16: Diagrama de Argand.
La velocidad y la aceleracio´n se obtienen derivando una y dos veces la
respuesta, quedando:
x˙(t) = i ω X ei ω t = i ω x(t) (11.61)
x¨(t) = (i ω)2X ei ω t = −ω2 x(t) (11.62)
La representacio´n de estas magnitudes en el plano complejo es la que
se muestra en la figura 11.16. En ella, se puede ver que el a´ngulo de fase
de la fuerza f(t) es ω t y que, como se ha citado en el apartado anterior, el
a´ngulo de desfase entre la respuesta y la excitacio´n es ψ. La velocidad x˙(t)
y la aceleracio´n x¨(t) esta´n adelantadas pi2 y pi, respectivamente, respecto de
x(t).
En la figura 11.16, las posiciones relativas de los vectores dibujados
se mantienen a lo largo del tiempo. Sin embargo, como el a´ngulo de fase
de f(t) aumenta con el tiempo, resulta que los cuatro vectores giran con
velocidad angular ω. Recordemos que las cuatro magnitudes son complejas,
pero en cada instante so´lo tiene sentido f´ısico su proyeccio´n sobre el eje real
(o imaginario).
11.5. Medida del amortiguamiento relativo
A diferencia de la masa y de la rigidez, que son para´metros relativamen-
te sencillos de determinar, el amortiguamiento es casi siempre desconocido.
Se desconoce, por una parte, su valor nume´rico, y a veces hasta los mismos
mecanismos de disipacio´n de la energ´ıa son desconocidos. Es frecuente que
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la energ´ıa se disipe por varios mecanismos diferentes: rozamiento seco, vis-
coso, estructural, etc. El amortiguamiento viscoso lineal es el ma´s simple de
introducir en los desarrollos matema´ticos y, por ello, es el que con ma´s fre-
cuencia se utiliza. Por otra parte, cuando el amortiguamiento es pequen˜o,
el resultado obtenido es suficientemente exacto.
Antes de revisar algunos me´todos experimentales para la determinacio´n
del amortiguamiento, repasemos los modelos de rozamiento ma´s empleados.
11.5.1. Rozamiento viscoso
Es modelo ma´s utilizado en el estudio de las vibraciones. Cuando un ele-
mento meca´nico vibra en un medio fluido, la resistencia que el fluido ofrece
al movimiento provoca una disipacio´n de energ´ıa. La cantidad de energ´ıa
disipada depende de varios factores, como la forma y el taman˜o del so´lido,
la viscosidad del fluido, la velocidad y la frecuencia. En el amortiguamiento
viscoso, la fuerza que se opone al movimiento es proporcional a la velocidad
del so´lido que vibra. Ejemplos t´ıpicos en los que el amortiguamiento es vis-
coso son el paso de una pel´ıcula de fluido entre las superficies que deslizan,
el paso del fluido alrededor de un pisto´n que se mueve en un cilindro, el
paso del fluido que atraviesa un orificio dentro de un pisto´n, etc.
11.5.2. Rozamiento seco o de Coulomb
En este caso, la fuerza de rozamiento se opone a la direccio´n del mo-
vimiento y su magnitud depende de la fuerza normal entre las superficies
en contacto y del coeficiente de rozamiento. Este tipo de rozamiento se da
normalmente cuando las superficies esta´n secas o mal lubricadas.
11.5.3. Rozamiento estructural o con histe´resis
Cuando se deforma un material, parte de la energ´ıa de deformacio´n es
disipada por los mecanismos internos de deformacio´n del propio material,
que esta´n relacionados con la friccio´n de los planos cristalinos que deslizan
u otros mecanismos similares. Cuando un material en que se da este tipo
de rozamiento es sometido a vibraciones, la relacio´n tensio´n-deformacio´n
presenta la forma de un bucle de histe´resis, mostrado en la figura 11.17. El
a´rea encerrada por el lazo es la energ´ıa disipada por el material en un ciclo
completo.
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Figura 11.17: Relacio´n tensio´n-deformacio´n con histe´resis.
11.5.4. Me´todos para determinar experimentalmente el amor-
tiguamiento
Los me´todos que a continuacio´n se presentan sirven para determinar
experimentalmente el amortiguamiento relativo ξ. Todos ellos esta´n ba-
sados en la respuesta teo´rica de un sistema de un grado de libertad con
amortiguamiento viscoso y suponen que el valor de ξ es pequen˜o.
Me´todo del decremento logar´ıtmico
Se basa en sacar un sistema de su posicio´n de equilibrio y dejarlo os-
cilar libremente. Se miden los desplazamientos x1 y x2 del sistema en dos
instantes separados un nu´mero n de ciclos. Recordando que la respuesta a
las vibraciones libres ven´ıa dada por la expresio´n
x(t) = eξ ωn tA cos(ωd t− ψ) (11.63)
y llamando T al periodo, podemos particularizar x(t) para los desplaza-
mientos medidos, escribiendo
x1 = e
−ξ ωn t1A cos (ωd t1 − ψ) (11.64)
x2 = e
−ξ ωn (t1+nT )A cos (ωd (t1 + nT )− ψ) (11.65)
donde t1 es el instante en el que se hace la medicio´n x1. Dividiendo las
dos ecuaciones miembro a miembro y teniendo en cuanta que las funciones
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coseno se pueden simplificar por estar evaluadas en instantes de tiempo
separados un nu´mero entero de periodos, obtenemos
x1
x2
= eξ ωn nT (11.66)
Tomando logaritmos a ambos lados y sustituyendo la expresio´n
T =
2pi
ωd
=
2pi
ωn
√
1− ξ2 (11.67)
en la ecuacio´n 11.66, se llega a
ln
(
x1
x2
)
= ξ n
2pi√
1− ξ2 (11.68)
Puesto que ξ es pequen˜o, podemos aproximar la ra´ız cuadrada por la
unidad, obteniendo
ξ ≈ ln (x1/x2)
2pi n
(11.69)
expresio´n que proporciona el valor de ξ.
Me´todo basado en la excitacio´n a la frecuencia de resonancia
Consideremos un sistema de un grado de libertad que dispone de un
generador de excitaciones armo´nicas de frecuencia variable y de un sensor
para medir desplazamientos. Excitamos el sistema con una fuerza armo´ni-
ca cualquiera y vamos modificando el valor de la frecuencia ω hasta que
la amplitud de los desplazamientos alcanza su ma´ximo valor. Entonces,
registramos el valor de la amplitud ma´xima Xmax, que debera´ cumplir
Xmax = Dmax
F
k
(11.70)
Como se vio en la ecuacio´n 11.44, el valor ma´ximo del factor de ampli-
ficacio´n dina´mica se puede aproximar mediante la expresio´n
Dmax ≈ 1
2 ξ
(11.71)
Sustituyendo la ecuacio´n 11.71 en la 11.70 y despejando ξ, se obtiene
ξ ≈ F
2 kXmax
(11.72)
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Figura 11.18: Diagrama de Argand.
Fc = f(t)
x(t)
Figura 11.19: Diagrama teo´rico
f(t)/x(t).
Me´todo de la pe´rdida de energ´ıa por ciclo
Partimos de un montaje similar al recie´n descrito, pero an˜adimos un
dispositivo para medir el desfase entre la excitacio´n y la respuesta. Excita-
mos el sistema y vamos modificando la frecuencia hasta que el desfase sea
pi
2 , lo que indica que hemos llegado a la frecuencia de resonancia.
Sean Fk, Fc y Fi las fuerzas ela´stica, disipativa y de inercia, respectiva-
mente. Podemos escribir estas tres fuerzas como
Fk = −k x(t) (11.73)
Fc = −c x˙(t) (11.74)
Fi = −mx¨(t) (11.75)
El diagrama de Argand correspondiente a estas fuerzas se puede ver
en la figura 11.18. Por excitar a la frecuencia de resonancia, el a´ngulo de
desfase entre f(t) y x(t) es pi2 . El equilibrio dina´mico del sistema obliga a
que la suma de Fk, Fc, Fi y f(t) sea nula. Pero como las cuatro fuerzas son
ortogonales, se deduce que se deben anular dos a dos, por lo que f(t) = Fc,
es decir, la fuerza en el amortiguador es igual a la fuerza excitadora.
La figura 11.19 muestra una representacio´n gra´fica de la fuerza en el
amortiguador con respecto al desplazamiento. Es fa´cil demostrar que la
gra´fica de dos funciones armo´nicas desfasadas 90 grados, como es el caso de
x(t) y de f(t), es una elipse. El a´rea de dicha elipse representa la energ´ıa
disipada por el amortiguador en un ciclo, es decir, en un vaive´n completo
de la masa. Llamando WDt a la energ´ıa teo´ricamente disipada en un ciclo,
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Fc = f(t)
x(t)
Figura 11.20: Diagrama real f(t)/x(t).
que es el a´rea de la elipse, podemos escribir
WDt = pi |Fc| |x(t)| = pi cω |x(t)|2 (11.76)
En un sistema real podemos medir x(t) y f(t) y hacer una gra´fica de una
magnitud frente a la otra. Probablemente, el resultado no sera´ una elipse
perfecta sino una forma semejante a la elipse con ciertas irregularidades,
similar a la de la figura 11.20. Llamando WD al a´rea encerrada por esta
curva, que coincide con la energ´ıa real disipada en un ciclo, e igualando
el valor de WD a la expresio´n obtenida teo´ricamente en la ecuacio´n 11.76,
resulta
WD = pi cω |x(t)|2 = pi 2mξ ωn ω |x(t)|2 (11.77)
y despejando, obtenemos finalmente
ξ =
WD
2pimω ωn |x(t)|2
(11.78)
11.6. Aislamiento de vibraciones: transmisibilidad
En este apartado estudiaremos el aislamiento de las vibraciones desde
dos perspectivas diferentes: en primer lugar, estudiaremos el aislamiento de
una estructura cuando sobre ella hay una ma´quina que vibra y, en segundo
lugar, el aislamiento de una ma´quina cuando lo que vibra es la estructura.
11.6.1. Aislamiento de la estructura afectada por las vibra-
ciones de una ma´quina
Para estudiar este primer caso, partiremos del sistema de un grado de
libertad mostrado en la figura 11.21. El bloque representa la ma´quina, que
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consideraremos unida a la estructura (en este caso la pared) a trave´s de
soportes con rigidez y amortiguamiento ideales, representados mediante un
muelle y un amortiguador. La vibracio´n de la ma´quina es producida por
una fuerza armo´nica de la forma Feiωt.
Definimos la transmisibilidad T como el cociente entre el mo´dulo de la
fuerza sobre la estructura y el mo´dulo de la fuerza excitadora. Es decir,
T =
|Fuerza soporte|
|Fuerza excitadora| (11.79)
Para que un sistema este´ bien aislado de las vibraciones necesita tener
una transmisibilidad pequen˜a. La respuesta estacionaria a las vibraciones
armo´nicas se vio en la ecuacio´n 11.33 y vale
x(t) =
1/k
1− β2 + 2 i ξ β Fe
iωt (11.80)
Su mo´dulo es
|x(t)| = F/k√
(1− β2) + 4 ξ2β2 = D
F
k
(11.81)
La fuerza que llega hasta la estructura Fs es la suma de las fuerzas
transmitidas por el muelle y por el amortiguador, que se puede escribir
como
Fs = Fk + Fc = k x(t) + c x˙(t) = (k + i c ω)x(t) (11.82)
Sacando k fuera del pare´ntesis, sustituyendo c = 2mξωn y β = ω/ωn,
queda
Fs = k (1 + i 2 ξβ)x(t) (11.83)
Sustituyendo el mo´dulo de Fs en la ecuacio´n 11.79 y teniendo en cuenta
que el mo´dulo de la fuerza excitadora es F , se obtiene finalmente
T = D
√
1 + 4 ξ2β2 (11.84)
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Antes de extraer conclusiones sobre este resultado, estudiaremos el se-
gundo caso de aislamiento de vibraciones.
11.6.2. Aislamiento de la ma´quina cuando vibra la estruc-
tura
En la figura 11.22, consideramos que es la estructura la que vibra con un
movimiento armo´nico conocido X0 e
iωt. En este caso, definimos un nuevo
coeficiente de transmisibilidad como el cociente entre el mo´dulo del despla-
zamiento de la ma´quina y el mo´dulo del desplazamiento del soporte:
T =
|Desplazamiento ma´quina|
|Desplazamiento soporte| (11.85)
Como en el caso anterior, para que la ma´quina se encuentre bien aislada
conviene que el factor de transmisibilidad sea pequen˜o. La ecuacio´n del
movimiento del sistema de la figura 11.22 es
mx¨+ c (x˙− x˙0) + k (x− x0) = 0 (11.86)
Definimos la variable relativa x¯ como
x¯ = x− x0 (11.87)
Escribiendo la ecuacio´n 11.86 en funcio´n de x¯, se obtiene
m ¨¯x+ c ˙¯x+ k x¯ = mω2X0 e
iωt (11.88)
La ecuacio´n 11.88 indica que la respuesta x¯(t) es ide´ntica a la respues-
ta a las vibraciones armo´nicas con una fuerza de mo´dulo mω2X0. Puesto
que la solucio´n a las vibraciones armo´nicas es conocida, podemos hallar la
respuesta a esta excitacio´n como
x(t) = x¯(t) + x0(t) =
(
mω2/k
1− β2 + 2 i ξ β + 1
)
X0e
iωt (11.89)
Sacando factor comu´n y sustituyendo las igualdades k = mω2n y β =
ω/ωn, se obtiene
x(t) =
1 + 2 i ξ β
1− β2 + 2 i ξ β X0 e
iωt (11.90)
Tomando ahora el mo´dulo de la ecuacio´n 11.90 y sustituyendo el resul-
tado en la 11.85 se obtiene
T = D
√
1 + 4 ξ2β2 (11.91)
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Figura 11.23: Transmisibilidad
que es un resultado ide´ntico al que se obtuvo en el apartado anterior. Aun-
que las definiciones de T son distintas en cada caso, el resultado nume´rico
obtenido coincide, de forma que las conclusiones que a continuacio´n se ex-
traera´n son igualmente va´lidas para los dos. La representacio´n gra´fica de
la transmisibilidad en funcio´n de β se muestra en la figura 11.23.
En primer lugar, llama la atencio´n el ma´ximo que se produce en las
proximidades de β = 1, que indica que cuando un sistema es excitado a
una frecuencia pro´xima a la de resonancia, la transmisibilidad toma un
valor elevado. En esta regio´n de la gra´fica, es conveniente que el valor de
ξ sea lo ma´s alto posible para que la transmisibilidad sea pequen˜a. En el
punto β =
√
2 todas las curvas se cortan en un mismo punto e invierten
su orden: las que estaban por encima pasan a estar por debajo y viceversa.
Por tanto, en la regio´n de la gra´fica correspondiente a β >
√
2 es mejor que
el sistema este´ poco amortiguado para que la transmisibilidad sea pequen˜a.
En resumidas cuentas, para aislar un sistema de las vibraciones es necesario
conocer primero en que´ rango de frecuencias va a ser excitado. Si el sistema
va a ser excitado a frecuencias menores que
√
2 veces su frecuencia natural,
es mejor que este´ muy amortiguado. En cambio, si va a ser excitado a
frecuencias superiores a
√
2ωn, es mejor que este´ poco amortiguado.
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11.7. Respuesta a excitaciones impulso, escalo´n y
rampa
Definimos la funcio´n escalo´n E(t) mostrada en la figura 11.24 como{
E(t) = 1 t ≥ 0
E(t) = 0 t < 0
(11.92)
A partir de ella, definimos la funcio´n rampa, por integracio´n, y la funcio´n
impulso, por derivacio´n. La expresio´n de la funcio´n rampa R(t) es
R(t) =
∫ t
0
E(t) dt (11.93)
y su representacio´n gra´fica se puede ver en la figura 11.25. Por su parte, la
funcio´n impulso δ(t) se define como
δ(t) =
dE(t)
dt
(11.94)
La funcio´n impulso toma valor nulo fuera del origen y valor infinito en
el origen mismo. Su representacio´n gra´fica es la que se ve en la figura 11.26.
Una forma alternativa de definir la funcio´n impulso es como el l´ımite de
la funcio´n pulso rectangular, mostrada en la figura 11.27 cuando  tiende
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a cero. En el l´ımite, la funcio´n tiende hacia el infinito, pero el a´rea debajo
del pulso es siempre la unidad. Matema´ticamente podemos expresar esta
propiedad como∫ ∞
−∞
δ(t) dt = 1 (11.95)
Otra propiedad de la funcio´n impulso es∫ ∞
−∞
δ(t− a) f(t) dt = f(a) (11.96)
cuya justificacio´n se ilustra en la figura 11.28. El producto de f(t) por
δ(t− a) es cero en todos los puntos del eje de abscisas excepto en el punto
a, donde su valor es f(a) multiplicado por el impulso unitario, cuya integral
vale 1.
En este apartado calcularemos las respuestas a las excitaciones de tipo
impulso, escalo´n y rampa. Partimos de la ecuacio´n diferencial
mx¨+ c x˙+ k x = f(t) (11.97)
Tomando derivadas a ambos lados de la igualdad, tenemos
m
dx¨
dt
+ c
dx˙
dt
+ k
dx
dt
=
df(t)
dt
(11.98)
Integrando la ecuacio´n 11.97 tenemos
m
∫
x¨ dt+ c
∫
x˙ dt+ k
∫
x dt =
∫
f(t) dt (11.99)
Las ecuaciones 11.98 y 11.99 sirven para generalizar el principio de
superposicio´n. En virtud de ellas, si la respuesta a una excitacio´n f(t) es
x(t), la respuesta a una excitacio´n df(t)/dt es dx(t)/dt, y la respuesta a
una excitacio´n
∫
f(t)dt es
∫
x(t)dt.
Esta propiedad se puede aplicar a nuestro caso: puesto que las tres
funciones impulso, escalo´n y rampa esta´n relacionadas mediante derivacio´n
e integracio´n, basta con calcular la respuesta a una de ellas y despue´s
derivarla e integrarla para obtener la respuesta a las otras dos.
La ecuacio´n diferencial de un sistema sometido a una excitacio´n E(t)
se puede escribir como
mx¨+ c x˙+ k x = 1 (11.100)
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Su respuesta e(t) sera´ suma de la solucio´n general de la homoge´nea ma´s
una particular de la completa, que en este caso es 1/k, quedando
e(t) = e−ξωntA cos(ωd t− ψ) + 1
k
(11.101)
Las constantes A y ψ se calculan a partir de las condiciones iniciales
x(0) y x˙(0). Particularizando para el caso en que x(0) = 0 y x˙(0) = 0 se
obtiene
A cosψ = −1
k
(11.102)
Derivando la ecuacio´n 11.101, y teniendo en cuenta que x˙(0) = 0, se
obtiene
A senψ = −ξ ωn
k ωd
(11.103)
Dividiendo las ecuaciones 11.102 y 11.103, se obtiene
tanψ =
ξ ωn
k ωd
1
k
=
ξ ωn
ωd
=
ξ√
1− ξ2 (11.104)
de donde podemos identificar numerador y denominador como senψ y cosψ,
senψ = ξ
cosψ =
√
1− ξ2 (11.105)
Despejando A de la ecuacio´n 11.103 obtenemos
A = − ωn
k ωd
=
−1
k
√
1− ξ2 (11.106)
Finalmente, la respuesta a la excitacio´n escalo´n se puede escribir como
e(t) = − e
−ξωnt
k
√
1− ξ2 cos(ωdt− ψ) +
1
k
(11.107)
Gra´ficamente, la respuesta a la funcio´n escalo´n es de la forma mostrada
en la figura 11.29. Como se puede ver, la respuesta converge asinto´ticamente
hacia el valor 1/k, que es el desplazamiento esta´tico correspondiente a una
fuerza unidad.
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Figura 11.29: Respuesta a la excitacio´n escalo´n.
Para calcular la respuesta h(t) a la funcio´n impulso, podemos derivar
la respuesta a la funcio´n escalo´n, obteniendo
h(t) =
de(t)
dt
=
−e−ξωnt
k
√
1− ξ2 [−ξωn cos(ωdt− ψ)− ωd sen(ωdt− ψ)] (11.108)
Teniendo en cuenta que ωd = ωn
√
1− ξ2, sustituyendo en la ecuacio´n
11.105 y simplificando, resulta
h(t) =
−e−ξωnt
k
√
1− ξ2 ωn [− senψ cos(ωdt− ψ)− cosψ sen(ωdt− ψ)] =
=
e−ξωnt
mω2n
√
1− ξ2 ωn senωdt =
e−ξωnt
mωd
senωdt (11.109)
Gra´ficamente, la respuesta h(t) tiene la forma que se muestra en la
figura 11.30.
La respuesta a la excitacio´n impulso se puede obtener tambie´n de otra
forma diferente. Consideremos un sistema ba´sico masa-muelle-amortiguador
sobre el que actu´a un impulso en el instante inicial. Meca´nicamente, un im-
pulso equivale a una percusio´n, que provoca una discontinuidad en el campo
de velocidades, de tal forma que las velocidades antes y despue´s del impulso
difieren en una cantidad finita. Una vez producido el impulso, el sistema
puede estudiarse como un problema de vibraciones libres, ya que sobre la
masa no actu´a ninguna fuerza. Las condiciones iniciales de las vibraciones
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Figura 11.30: Respuesta a la excitacio´n impulso.
libres son los valores de la posicio´n y velocidad nada ma´s producirse la
percusio´n. El sistema antes de la percusio´n esta´ en reposo. Para calcular
la velocidad despue´s de la percusio´n aplicamos la ecuacio´n de equilibrio de
las percusiones, que establece que la suma de las percusiones es igual a la
variacio´n de la cantidad de movimiento. Matema´ticamente
ΣP = ∆p (11.110)
que aplicado a nuestro problema, equivale a
1 = mx˙0 (11.111)
y despejando
x˙0 =
1
m
(11.112)
Observemos que en la ecuacio´n 11.111 ni el muelle ni el amortiguador
introducen percusiones, ya que ambos producen fuerzas finitas. Para resol-
ver el problema podemos aplicar la respuesta a las vibraciones libres, vista
en la ecuacio´n 11.27, con las condiciones iniciales x(0) = 0 y x˙(0) = 1/m.
La ecuacio´n 11.27) era de la forma
x(t) = e−ξωntA cos (ωdt− ψ) (11.113)
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Imponiendo la condicio´n x(0) = 0 resulta
A cosψ = 0 (11.114)
que es lo mismo que
ψ =
pi
2
(11.115)
Derivando la expresio´n de x(t) e imponiendo la condicio´n x˙(0) = 1/m
se obtiene
A =
1
mωd
(11.116)
Finalmente, sustituyendo los valores de ψ y A en la ecuacio´n 11.113 se
obtiene
x(t) = h(t) =
e−ξωnt
mωd
senωdt (11.117)
que coincide con la que obtuvimos en la ecuacio´n 11.109.
Para terminar, la respuesta a la funcio´n rampa r(t) se obtiene integrando
la respuesta a la funcio´n escalo´n. Su resultado es
r(t) =
∫ t
0
e(t)dt =
t
k
− 1
kωd
[
e−ξωnt sen(ωdt− θ) + sen 2θ
]
(11.118)
Gra´ficamente, esta respuesta tiene la forma mostrada en la figura 11.31.
11.8. Respuesta a la excitacio´n de tipo general:
me´todo de la integral de convolucio´n
En este apartado abordamos el problema del ca´lculo de la respuesta a
una excitacio´n del tipo general. Para ello, nos apoyaremos en la respuesta
a la excitacio´n impulso que, como hemos visto en el apartado anterior, vale
h(t) = 0 t = 0
h(t) =
1
mωd
e−ξωnt senωdt t ≥ 0 (11.119)
Consideremos una excitacio´n cualquiera f(t). Podemos considerar que
dicha excitacio´n es equivalente a una sucesio´n de impulsos elementales in-
finitamente pro´ximos de magnitud f(τ) dτ , como se muestra en la figura
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Figura 11.31: Respuesta a la excitacio´n rampa.
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11.32. Por el principio de superposicio´n, si la excitacio´n f(t) es suma de
infinitos impulsos elementales, su respuesta sera´ suma de las respuestas a
cada uno de los impulsos elementales. Fije´monos en el impulso concreto
que tiene lugar en el instante τ , que es f(τ) dτ δ(t − τ). La respuesta que
este impulso produce es f(τ) dτ h(t− τ). La respuesta a la excitacio´n en un
instante t se obtiene como la integral de las respuestas a todos los impulsos
que tienen lugar antes del instante t, lo que se puede escribir como
x(t) =
∫ t
−∞
h(t− τ)f(τ) dτ (11.120)
Teniendo en cuenta que los impulsos que ocurren despue´s del instante
t no afecta a la respuesta en dicho instante, podemos extender el l´ımite
superior de esta integral y reescribirla como
x(t) =
∫ ∞
−∞
h(t− τ)f(τ) dτ (11.121)
A esta integral se la conoce con el nombre de integral de convolucio´n o
integral de Duhamel. La integral de convolucio´n tiene tambie´n otra expre-
sio´n alternativa, que se obtiene mediante el cambio de variables
α = t− τ (11.122)
Con este cambio, la ecuacio´n 11.121 queda como
x(t) =
∫ −∞
∞
h(α)f(t− α) dα (11.123)
Cambiando el orden de los extremos de integracio´n y teniendo en cuenta
que la variable α es interna y que, por tanto, puede ser sustituida por otra
letra cualquiera, podemos escribir
x(t) =
∫ ∞
−∞
h(τ)f(t− τ) dτ (11.124)
que es la otra forma de la integral de convolucio´n.
La integral de convolucio´n se puede utilizar para obtener la respues-
ta a una excitacio´n de tipo general. Normalmente, es imposible obtener
una expresio´n anal´ıtica, pero la integral de convolucio´n se puede calcular
nume´ricamente por ordenador para obtener la respuesta.
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11.9. Linealizacio´n de las ecuaciones del movimien-
to
En este cap´ıtulo nos hemos centrado en el estudio de las vibraciones
libres y forzadas alrededor de una posicio´n de equilibrio estable. Las ecua-
ciones diferenciales que las rigen son lineales y de coeficientes constantes, y
su resolucio´n puede hacerse anal´ıticamente en muchos casos. Hemos dejado
de lado las vibraciones alrededor de un movimiento preestablecido para no
alargar innecesariamente este cap´ıtulo. Estas vibraciones se producen, por
ejemplo, cuando un sistema vibratorio esta´ montado sobre un elemento que
se desplaza con movimientos y rotaciones finitas, siendo excitado por las
fuerzas de inercia que actu´an sobre e´l. En este caso, las ecuaciones diferen-
ciales a las que se llega son tambie´n lineales, pero pueden tener coeficientes
dependientes del tiempo, lo que complica su resolucio´n.
Al estudiar el movimiento vibratorio de los sistemas meca´nicos, habi-
tualmente se hace la hipo´tesis de que los desplazamientos y velocidades
son pequen˜os. Para simplificar el problema, se suelen linealizar las ecua-
ciones del movimiento despreciando los infinite´simos de orden superior al
primero. Esto equivale a despreciar los productos de la forma xixj , x˙ixj y
x˙ix˙j , tomar las aproximaciones de primer orden sen θ ≈ θ y cos θ ≈ 1 y, en
general, sustituir todas las funciones racionales por los primeros te´rminos
de su desarrollo en serie de Taylor. La forma ma´s segura de garantizar que
la linealizacio´n se hace correctamente es calcular primero las ecuaciones
no lineales del movimiento y, despue´s, linealizarlas introduciendo las sim-
plificaciones citadas. Sin embargo, este proceso suele ser muy complejo y
laborioso, incluso para problemas relativamente sencillos. En su lugar, suele
ser suficiente con tomar una aproximacio´n de primer orden en los despla-
zamientos y plantear el equilibrio en la posicio´n deformada. Esta condicio´n
se puede relajar en algunos casos, en que basta con plantear el equilibrio
de fuerzas en la posicio´n indeformada. Trataremos de aclarar estas ideas
mediante ejemplos.
Ejemplo 11.1 Obtener la frecuencia natural del sistema de la figura 11.33,
situado en un plano horizontal, suponiendo que toda la masa m esta´ con-
centrada en el extremo de la barra.
Resolvamos este problema obteniendo en primer lugar las ecuaciones no
lineales del movimiento y linealiza´ndolas posteriormente. Para ello, defini-
mos una coordenada generalizada ϕ, que mide el giro de la barra respecto
de su posicio´n de equilibrio. La longitud del muelle l para un valor cual-
quiera de ϕ se obtiene del tria´ngulo mostrado en la figura 11.34. Aplicando
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el teorema del coseno:
l =
√
3L2 − 2
√
2L2 cos(45 + ϕ)
Y aplicando ahora el teorema del seno, se obtiene
senβ =
L
√
2 sen(45 + ϕ)
l
El diagrama de so´lido libre, mostrado en la figura 11.35 da origen a la
ecuacio´n
mϕ¨L2 + kL(l − lo) senβ = 0
Para linealizar esta ecuacio´n tengamos en cuenta que l0 = L y su-
pondremos que el valor de ϕ es lo suficientemente pequen˜o para que la
aproximacio´n de primer orden cosϕ ≈ 1 y senϕ ≈ ϕ sea exacta. Antes
de simplificar el segundo sumando de la ecuacio´n anterior, realizamos las
siguientes aproximaciones:
l =
√
3L2 − 2
√
2L2 cos(45 + ϕ) =
=
√
3L2 − 2
√
2L2(cos 45 cosϕ− sen 45 senϕ) ≈
≈
√
3L2 − 2
√
2L2
√
2
2
(1− ϕ) = L
√
1 + 2ϕ ≈ L(1 + ϕ)
sen(β) =
L
√
2 sen(45 + ϕ)
l
=
L
√
2(sen 45 cosϕ+ senϕ cos 45)
l
≈
≈ L(1 + ϕ)
L(1 + ϕ)
= 1
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
322 Cap´ıtulo 11. Vibraciones en sistemas con un grado de libertad
45º
mj L..
kLj
Figura 11.36
mj2L
.
mj L..
j
Mg
Figura 11.37
Sustituyendo estas aproximaciones, obtenemos
mϕ¨L2 + kL2ϕ = 0
Finalmente, la frecuencia natural resulta ser
ωn =
√
k
m
Este resultado se pod´ıa haber hallado de forma mucho ma´s directa su-
poniendo de partida que los desplazamientos son pequen˜os y estableciendo
el equilibrio en la posicio´n indeformada, mostrada en la figura 11.36. Con
esta hipo´tesis, el desplazamiento del extremo de la barra vale Lϕ en la di-
reccio´n normal a la barra, y la fuerza del muelle se considera actuando en
esta misma direccio´n. Tomando momentos en la articulacio´n se obtiene la
ecuacio´n de equilibrio
ML2ϕ¨+ kL2ϕ = 0
El procedimiento visto en el ejemplo anterior, consistente en plantear el
equilibrio en la posicio´n indeformada, no es siempre aplicable. En particular,
esta simplificacio´n debe ser aplicada con precaucio´n cuando hay fuerzas
exteriores actuando, o bien cuando los muelles esta´n pretensados en la
posicio´n de equilibrio. Un ejemplo trivial que lo muestra es el pe´ndulo
simple, en el que actu´a la fuerza de la gravedad: en e´l, la ecuacio´n de
equilibrio debe ser obtenida en una posicio´n que no sea la de equilibrio,
como se indica en la figura 11.37.
Ejemplo 11.2 Repetir el ejemplo 11.1, pero ahora en el plano vertical,
incluyendo el efecto de la gravedad.
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Resolvamos primero el problema de forma exacta, para luego linealizar
la ecuacio´n resultante. Para ello, dibujamos el diagrama de fuerzas de la
figura 11.38, que conduce a la ecuacio´n de equilibrio
ML2ϕ¨+MgL sen(45− ϕ) + kL(l − l0) senβ = 0
donde l y β se calculan como en el ejemplo anterior. El valor de l0 se puede
calcular fa´cilmente planteando el equilibrio de momentos en la posicio´n de
equilibrio, y vale
l0 = L+
Mg
√
2
2k
Las linealizaciones del segundo y tercer sumandos conducen a:
kL(l − l0) senβ ≈ kL
[
L(1 + ϕ)− L− Mg
√
2
2k
]
= kL2ϕ− MgL
√
2
2
y tambie´n
MgL sen(45−ϕ) = MgL(sen 45 cosϕ− senϕ cos 45) ≈MgL
√
2
2
(1−ϕ)
Sustituyendo estas aproximaciones, resulta
ML2ϕ¨+
(
kL2 −MgL
√
2
2
)
ϕ = 0
La frecuencia natural es, por tanto,
ωn =
√
k
M
− g
√
2
2L
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Este problema se puede resolver tambie´n aplicando el equilibrio en la
posicio´n deformada, suponiendo de entrada que las deformaciones son pe-
quen˜as, lo que da lugar al diagrama de fuerzas mostrado en la figura 11.39.
Tomando momentos en la articulacio´n y teniendo en cuenta que
l − l0 = Lϕ−Mg
√
2
2k
se obtiene,
ML2ϕ¨+MgL sen(45− ϕ) + kL
(
Lϕ−Mg
√
2
2k
)
cosϕ = 0
Puesto que cosϕ ≈ 1 y sen(45 − ϕ) ≈ √2/2 (1 − ϕ), esta ecuacio´n se
convierte en la ya obtenida
ML2ϕ¨+
(
kL2 −MgL
√
2
2
)
ϕ = 0
11.10. Problemas
Prob. 11.1 En el sistema de figura 11.40 la barra OA, de masa despre-
ciable, tiene una masa puntual m concentrada en el extremo. Si el soporte
B se somete a un desplazamiento vertical de la forma x(t) = X senωt,
determinar la ma´xima reaccio´n en C en re´gimen permanente.
Prob. 11.2 Hallar la frecuencia natural del sistema de la figura 11.41 con-
siderando la barra sin masa.
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Prob. 11.3 El bloque de masa m mostrado en la figura 11.42 cae desde
una altura h sobre una plataforma sin masa, unida a un muelle de rigidez k
y a un amortiguador de constante c. Determinar el movimiento vibratorio
que se produce suponiendo que la plataforma y el bloque quedan unidos
al entrar en contacto. Tomando m=1 kg, h=2 m, k=10000 N/m y c=50 N
s/m, hallar tambie´n la amplitud de las vibraciones al cabo de 2 segundos.
Prob. 11.4 Para el sistema de la figura 11.43, hallar la frecuencia natural
y la amplitud de la respuesta en re´gimen permanente a una excitacio´n
f(t) = F senωt. Los a´ngulos que forman los muelles y amortiguadores con
la horizontal son todos de 45o.
Prob. 11.5 El bloque de la figura 11.44 esta´ sujeto mediante un hilo que lo
desplaza una cantidad A respecto de su posicio´n de equilibrio. Se dispara
un proyectil de masa m y velocidad v contra el bloque. Suponiendo que
despue´s del impacto el bloque y el proyectil quedan unidos, determinar la
ecuacio´n del movimiento del conjunto. Se supone que el hilo se rompe en
el momento del impacto sin producir percusio´n.
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Prob. 11.6 Para el sistema de la figura 11.45 se pide: 1) Hallar la respuesta
en re´gimen permanente cuando en el punto A se aplica una fuerza f(t) =
Feiωt y en el punto B se impone un movimiento y(t) = Y eiωt. 2) Calcular
la amplitud de los desplazamientos del bloque para m = 1, c = 1, k = 1,
F = 10, Y = 5, ω = 5, expresados en unidades coherentes.
Prob. 11.7 Hallar la ma´xima amplitud de las oscilaciones de la masa m
cuando la placa izquierda de la figura 11.46 se mueve con un movimiento
armo´nico conocido de amplitud X0 y frecuencia ω. Datos: m = 2 kg, c =
2,4 10−2 N s/m, k = 9 N/m, X0 = 10 cm, ω = 2,8 rad/s.
Prob. 11.8 Sabiendo que la masa m de la figura 11.47 gira con velocidad
angular constante ω alrededor del punto O, calcular la ma´xima oscilacio´n
de la masa M en re´gimen permanente.
Prob. 11.9 El balanceo del veh´ıculo en una carretera ondulada se va a
estudiar mediante el sistema de un grado de libertad de la figura 11.48.
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En lugar de considerar la carretera fija y el veh´ıculo mo´vil, se considera
al veh´ıculo fijo y la carretera mo´vil, con velocidad uniforme v. Mediante
medidas experimentales se ha comprobado que el perfil de la carretera se
puede asimilar a una funcio´n armo´nica de ecuacio´n y(x) = a sen ω¯x. Hallar
1) La ecuacio´n del movimiento y su frecuencia natural. 2) Si, por motivos
de confort la aceleracio´n ma´xima no puede superar el valor θ¨max, hallar
la velocidad l´ımite del veh´ıculo a la que se alcanza dicho valor. Datos:
k = 106 N/m, L = 1,5 m, θ¨max = 3 rad/s
2, a = 0,01 m, ω¯ = pi/3 rad/m,
IO = 10000 kg m
2.
Prob. 11.10 El ascensor de masa M mostrado en la figura 11.49 esta´ sus-
pendido por medio de dos cables ide´nticos, que se representan mediante una
combinacio´n de hilos r´ıgidos, muelles y amortiguadores ideales. Estando el
ascensor en reposo, se sube una persona de masa m y uno de los cables
se rompe su´bitamente, comenzando el conjunto un movimiento oscilatorio
amortiguado. Se pide: 1) Hallar la respuesta x(t) del ascensor. 2) Hallar la
amplitud de la oscilacio´n en t = 0,4 s para los valores M + m = 400 kg,
k = 2 105 N/m, y c = 1600 Ns/m.
Prob. 11.11 La figura 11.50 muestra una caja suspendida de un muelle
y un amortiguador, dentro de la cual se halla suspendida otra masa ma´s
pequen˜a mediante un hilo r´ıgido. Estando el conjunto en reposo, se corta el
hilo de la masa interior, y e´sta cae. Determinar el transitorio que se produce
desde que se corta el hilo hasta que la masa pequen˜a golpea a la grande.
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¿En que´ instante se produce el impacto entre ambas? Datos: k = 5000 N/m,
c = 10 Ns/m, M = 100 kg, m = 20 kg, h = 2 m.
Prob. 11.12 El mecanismo de la figura 11.51 se encuentra en el plano
horizontal. Deducir la expresio´n que rige las pequen˜as vibraciones alrededor
de la posicio´n de equilibrio, tomando como grado de libertad el a´ngulo ϕ.
Todas las barras tienen una distribucio´n de masa uniforme m por unidad
de longitud.
Prob. 11.13 El mo´vil de masa m mostrado en la figura 11.52 esta´ suspen-
dido sobre un resorte y un amortiguador de constantes k y c, y se mueve
con velocidad horizontal v constante sobre la pista indicada. Determinar la
ecuacio´n del movimiento vertical a partir del instante t = 0 en que el mo´vil
comienza a subir la rampa inclinada.
Prob. 11.14 Durante la fase preliminar de disen˜o de una nueva motoci-
cleta se va a estudiar un modelo simplificado de su suspensio´n central y,
para ello, se toma el modelo de un grado de libertad de la figura 11.53.
Se consideran todos los elementos sin masa, excepto la rueda con centro
en B, que no esta´ dibujada y que tiene masa m y momento de inercia I.
El muelle y amortiguador situados entre los puntos H y G se consideran
en paralelo y con constantes k y c, respectivamente. Con la rueda frenada
(r´ıgidamente unida al brazo AB) se aplica una fuerza armo´nica de amplitud
F y frecuencia ω en el centro de la rueda. Se pide, escribir la ecuacio´n del
movimiento y calcular la ma´xima reaccio´n que aparece en el punto G. No
considerar el peso.
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Prob. 11.15 El conjunto de la figura 11.54 esta´ compuesto por una masa
m y una placa sin masa, unidas mediante un amortiguador de constante c
y un muelle de rigidez k. Estando el conjunto suspendido a una altura h, se
deja caer por efecto de la gravedad, sin velocidad inicial, hasta que la placa
golpea con el suelo. Se pide: 1) Calcular la respuesta del sistema suponiendo
que la placa queda unida al suelo. 2) Si la placa no quedara pegada al
suelo, ¿rebotar´ıa el sistema para los valores m = 100 kg, c = 400 Ns/m,
k = 10000 N/m, g = 10 m/s2, h = 1 m?
Prob. 11.16 La figura 11.55 muestra la posicio´n de equilibrio de un siste-
ma vibratorio de un grado de libertad situado en plano vertical. Sabiendo
que la masa m so´lo puede moverse verticalmente, que todas las barras tie-
nen masa despreciable y que los dos muelles tienen rigidez k, calcular la
frecuencia natural del sistema.
Prob. 11.17 El rotor mostrado en las figuras 11.56 y 11.57 consta de un
eje y dos piezas cil´ındricas de distintos dia´metros atornilladas entre s´ı por
medio de 4 tornillos pasantes con sus correspondientes tuercas. El con-
junto se monta sobre un bastidor que pivota alrededor del punto O, a la
vez que se hace girar con velocidad constante ω = 5000 rpm alrededor de
su eje. El bastidor esta´ sujeto por medio de un apoyo ela´stico de rigidez
k = 20000 N/m y constante de amortiguamiento c = 100 Ns/m, quedando
horizontal cuando el rotor esta´ parado. Por un descuido, una de las tuer-
cas ha quedado mal apretada y durante el funcionamiento sale despedida,
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quedando el conjunto con una tuerca menos. Sabiendo que el rotor estaba
inicialmente equilibrado, que la masa de la tuerca es m = 0,03 kg, y que
el momento de inercia del conjunto bastidor-rotor respecto del eje O es
IO = 0,05 kg m
2, calcular la amplitud de las vibraciones del bastidor en
re´gimen permanente.
Prob. 11.18 La figura 11.58 muestra una plegadora de chapa utilizada en
numerosos procesos de fabricacio´n. Su funcionamiento es muy sencillo: la
parte mo´vil de la ma´quina se desplaza verticalmente, atrapando la chapa
colocada entre los utillajes superior e inferior y provocando su deformacio´n.
La ma´quina de la figura emplea un accionamiento ele´ctrico, consiguiendo
el movimiento vertical y(t) por medio de un sistema de poleas. El elemento
mo´vil tiene masaM y todas las poleas tienen radio r y masa despreciable. El
sistema mo´vil es soportado por dos muelles verticales de rigidez k2, y por dos
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Figura 11.60
conjuntos muelle–amortiguador de rigidez k1 y constante c1. La figura 11.59
muestra un esquema ampliado del contacto entre las dos correas, a trave´s
de engranajes. El nu´mero de dientes z y el momento de inercia I de cada
una de las ruedas dentadas se indican en la figura. Se pide: 1) Relacio´n entre
el giro θ del motor y el movimiento vertical y(t). 2) Ecuacio´n diferencial
del movimiento en funcio´n del grado de libertad y(t). 3) Frecuencia natural
del sistema. 4) Ma´ximo desplazamiento en re´gimen permanente del utillaje
cuando se introduce un par motor de valor τ(t) = Teiωt.
Prob. 11.19 La figura 11.60 muestra una gru´a de brazo telesco´pico, en cu-
yo extremo dispone un sistema de cabrestante para la elevacio´n de la carga.
La figura 11.61 muestra el esquema meca´nico del sistema de elevacio´n, con
sus poleas y cable. Un conjunto motorreductor planetario es el encargado
de accionar el tambor donde se arrolla el cable, representado por la polea
s. Los nu´meros de dientes de los engranajes son: z1 = z2 = z3 = ze = 20,
z4 = 30, z5 = 25, z6 = 60, z7 = 10, zs = 65. Para aumentar la estabilidad
de la carga de masa M y poder transportar elementos fra´giles, se intercala
entre el brazo y la carga un conjunto muelle-amortiguador, de constantes
k y c. Se quiere dimensionar tanto el sistema de elevacio´n de la carga, co-
mo el de amortiguamiento, para lo cual se pide calcular: 1) Relacio´n entre
el giro θ del motor y el giro de la polea de salida β. 2) Relacio´n entre el
giro de la polea beta y el movimiento vertical de la carga y(t). 3) Ecuacio´n
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diferencial del movimiento de la masa M en funcio´n del grado de libertad
y(t). 4) Frecuencia natural del sistema.
Prob. 11.20 La figura 11.62 muestra un puente levadizo, muy utilizado
en zona de canales para permitir el paso del tra´fico fluvial. Para reducir los
esfuerzos en el sistema de elevacio´n, se contrapesa la parte mo´vil mediante
un sistema de barras articuladas. El puente, de masa m y longitud L, se
encuentra articulado en el punto O1 y tiene momento de inercia IG respecto
a su centro de gravedad. A una altura h se coloca una barra paralela al
puente, articulada en el punto O2, en uno de cuyos extremos se situ´a la
masa de contrapesado M . El tirante vertical AB se considera de masa
despreciable. Cuando el puente se encuentra horizontal, el sistema se apoya
sobre un conjunto muelle-amortiguador de rigidez k y amortiguamiento c.
Para estabilizar la barra superior O2A, se introduce un amortiguador de
torsio´n de constante cT . Se quiere dimensionar el sistema de equilibrado y
el de estabilizacio´n del puente, para lo cual se pide: 1) Calcular el valor de la
masa M del contrapeso para que el puente este´ equilibrado en la posicio´n
horizontal. 2) Ecuacio´n diferencial del movimiento en funcio´n del grado
de libertad θ(t). 3) Frecuencia natural del sistema. 4) Ma´xima amplitud
del desplazamiento en re´gimen permanente cuando se introduce una fuerza
vertical de valor f(t) = Feiωt.
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Cap´ıtulo 12
Vibraciones en sistemas con
varios grados de libertad
12.1. Matrices de rigidez, inercia y amortigua-
miento
Se puede demostrar que las ecuaciones lineales del movimiento de un
sistema discreto de N grados de libertad sometido a pequen˜os desplaza-
mientos, con coordenadas generalizadas representadas por el vector q, de
dimensio´n N × 1, se pueden escribir como
Mq¨ + Cq˙ + Kq = f(t) (12.1)
donde M, C y K son matrices de taman˜o N × N y se denominan matri-
ces de inercia, amortiguamiento y rigidez, respectivamente. La matriz M
es sime´trica y positivo-definida. La matriz K tambie´n es sime´trica, pero
puede ser positivo-definida o positivo-semidefinida. La matriz C no goza,
en general, de ninguna de las propiedades anteriores.
x1(t)
k1 k2 k3
c1 c2 c3
x2(t)
m1 m2
f1(t) f2(t)
Figura 12.1
k1x1
m1x1
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En lugar de justificar rigurosamente las afirmaciones anteriores, veamos
un ejemplo de dos grados de libertad que puede servir para aclarar los
conceptos.
Ejemplo 12.1 Obtener las ecuaciones del movimiento e identificar las ma-
trices de masas, rigidez y amortiguamiento para el sistema de dos grados
de libertad de la figura 12.1.
Para hallar las ecuaciones de este sistema, basta con aplicar las ecua-
ciones de equilibrio a cada una de las dos masas. La figura 12.2 muestra
los diagramas de so´lido libre, con todas las fuerzas actuantes. Sumando las
fuerzas e igualando a cero se llega a:
m1x¨1 + c1x˙1 − c2(x˙2 − x˙1) + k1x1 − k2(x2 − x1) = f1(t)
m2x¨2 + c2(x˙2 − x˙1) + c3x˙3 + k2(x2 − x1) + k3x2 = f2(t)
Reordenando te´rminos, estas dos ecuaciones se pueden escribir en forma
matricial como[
m1 0
0 m2
]{
x¨1
x¨2
}
+
[
c1 + c2 −c2
−c2 c2 + c3
]{
x˙1
x˙2
}
+[
k1 + k2 −k2
−k2 k2 + k3
]{
x1
x2
}
=
{
f1(t)
f2(t)
}
Identificando con la ecuacio´n 12.1, las matrices M, C y K resultan ser:
M =
[
m1 0
0 m2
]
, C =
[
c1 + c2 −c2
−c2 c2 + c3
]
, K =
[
k1 + k2 −k2
−k2 k2 + k3
]
12.2. Vibraciones libres de sistemas sin amorti-
guamiento
Particularizando la ecuacio´n 12.1 para el caso de las vibraciones libres
(f(t) = 0) en sistemas no amortiguados (C = 0), se tiene
Mq¨ + Kq = 0 (12.2)
sujeto a las condiciones iniciales q(0) = q0 y q˙(0) = q˙0. Ana´logamente al
caso de las vibraciones con un grado de libertad, asumimos una solucio´n
armo´nica de la forma
q(t) = Aest (12.3)
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donde A es un vector de amplitudes. Sustituyendo la ecuacio´n 12.3 en la
12.2, resulta:(
s2M + K
)
Aest = 0 (12.4)
Puesto que ni A ni est pueden ser nulos, ya que de lo contrar´ıo tendr´ıamos
la solucio´n trivial nula, se deduce que(
s2M + K
)
A = 0 (12.5)
que representa una ecuacio´n de la que se pueden calcular los valores de s y
A que satisfacen la ecuacio´n diferencial.
12.2.1. Frecuencias naturales
Para calcular los valores de s y A, debemos resolver la ecuacio´n 12.5,
que representa un problema de valores y vectores propios generalizado. Esta
ecuacio´n tiene solucio´n distinta de la trivial nula si –y so´lo si– la matriz de
coeficientes es singular o, lo que es lo mismo, si su determinante es nulo, es
decir ∣∣s2M + K∣∣ = 0 (12.6)
Se puede demostrar que si la matriz M es positivo-definida y K es
positivo-definida o positivo-semidefinida, todos los valores propios s2 son
reales y negativos o nulos. Por ello, para manejar cantidades positivas, es
costumbre realizar el cambio de variables
s2 = −ω2 (12.7)
que equivale a
s = ±ω i (12.8)
Con este cambio, la ecuacio´n 12.6 se convierte en∣∣K− ω2M∣∣ = 0 (12.9)
con valores propios ω21, ω
2
2, . . . , ω
2
N positivos o nulos. A las ra´ıces cuadradas
de estos valores se les denomina frecuencias naturales del sistema.
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12.2.2. Modos de vibracio´n
Con cada valor propio ω2i hay un vector propio asociado Ai de dimensio´n
N , que se puede obtener de la ecuacio´n(
K− ω2iM
)
Ai = 0 (12.10)
Este sistema de ecuaciones homoge´neo tiene una matriz de coeficientes
singular, por lo que tiene solucio´n distinta de la trivial nula, de mo´dulo
indeterminado, que se obtiene dando valor arbitrario a una cualquiera de
sus componentes. Dichos vectores propios reciben el nombre de modos de
vibracio´n.
La respuesta general a las vibraciones libres se puede escribir como una
combinacio´n lineal de todas las soluciones posibles que cumplen la ecuacio´n
12.3. Es decir,
q(t) =A1
(
β11 e
iω1t + β12 e
−iω1t)+ . . .+ AN (βN1 eiωN t + βN2 e−iωN t)
(12.11)
donde las constantes βij se obtienen a partir de las condiciones iniciales.
Se puede demostrar fa´cilmente que esta ecuacio´n puede tambie´n escribirse
mediante funciones armo´nicas simples de la forma
q(t) = B1A1 cos(ω1t− ψ1) + . . .+BNAN cos(ωN t− ψN ) (12.12)
donde, de nuevo, las constantes Bi y ψi se determinan de las condiciones
iniciales.
Como se puede ver en la ecuacio´n 12.12, la respuesta a las vibraciones
libres es una combinacio´n lineal de los modos de vibracio´n. Cada coefi-
ciente viene dado por una funcio´n armo´nica desfasada, cuya frecuencia de
vibracio´n es, precisamente, la frecuencia de vibracio´n correspondiente al
modo.
12.2.3. Propiedades de los modos de vibracio´n
Ortogonalidad de los modos de vibracio´n
Una propiedad de gran importancia en el estudio de las vibraciones es
la ortogonalidad de los modos, gracias a la cual se pueden desacoplar las
ecuaciones del movimiento, convirtie´ndolas en N ecuaciones diferenciales
independientes, a trave´s del cambio de variables conocido como transfor-
macio´n modal, que veremos ma´s adelante.
12.2. Vibraciones libres de sistemas sin amortiguamiento 339
Basa´ndonos en la ecuacio´n 12.10, particularizada para las frecuencias
naturales ωi, ωj , y sus correspondientes modos Ai, Aj , podemos escribir
KAi = ω
2
i MAi (12.13)
KAj = ω
2
j MAj (12.14)
Premultiplicando la ecuacio´n 12.13 por el vector Aj transpuesto, y la
ecuacio´n 12.14 por el vector Ai transpuesto, obtenemos
ATj KAi = ω
2
i A
T
j MAi (12.15)
ATi KAj = ω
2
j A
T
i MAj (12.16)
Restando ambas ecuaciones te´rmino a te´rmino y teniendo en cuenta que
tanto M como K son sime´tricas, obtenemos(
ω2i − ω2j
)
ATi MAj = 0 (12.17)
Si ωi y ωj son valores propios distintos, concluimos que
ATi MAj = 0 i 6= j (12.18)
ATi MAi = mi ∀i (12.19)
donde mi es un valor positivo, distinto de cero, lo que demuestra que los
vectores propios asociados con valores propios distintos son ortogonales
respecto a la matriz de masas.
Los modos de vibracio´n tambie´n son ortogonales respecto a la matriz
de rigidez. La prueba es evidente a partir de la ecuaciones 12.15, 12.16 y
12.19, que conducen a
ATi KAj = 0 i 6= j (12.20)
ATi KAi = ki ∀i (12.21)
siendo ki un te´rmino escalar, positivo o nulo y constante.
Independencia lineal de los modos de vibracio´n
La propiedad de ortogonalidad se puede utilizar para probar que los mo-
dos de vibracio´n son linealmente independientes. Por definicio´n, el conjunto
de vectores A1,A2, . . . ,AN es linealmente independiente si la relacio´n
c1A1 + c2A2 + . . .+ cNAN = 0 (12.22)
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se cumple so´lo cuando las constantes c1, c2, . . . , cN son nulas. Premultipli-
cando la ecuacio´n 12.22 por ATi M, resulta
cimi = 0 (12.23)
Y, como mi es distinto de cero, se concluye que
ci = 0 ∀i (12.24)
lo que demuestra la independencia lineal.
Al demostrar la ortogonalidad de los modos de vibracio´n hemos asu-
mido que los valores propios ω2i y ω
2
j eran distintos, pero en algunos casos
particulares pueden aparecer valores propios repetidos. En el caso gene-
ral, los vectores propios asociados con valores propios repetidos pueden ser
independientes o no serlo. Sin embargo, como las matrices M y K son siem-
pre reales y sime´tricas en todo sistema meca´nico, se puede demostrar que
los modos de vibracio´n correspondientes a valores propios repetidos son
tambie´n linealmente independientes.
Ejemplo 12.2 Calculemos las frecuencias y modos de vibracio´n del ejem-
plo 12.1 para los valores m1 = m2 = 1, c1 = c2 = c3 = 0 y k1 = k2 = 1.
Particularizando, las ecuaciones del movimiento para el caso de las vibra-
ciones libres, resulta:[
1 0
0 1
]{
x¨1
x¨2
}
+
[
2 −1
−1 2
]{
x1
x2
}
=
{
0
0
}
Las frecuencias naturales se calculan de la ecuacio´n caracter´ıstica dada
por la ecuacio´n 12.9, que para este caso es∣∣∣∣[ 2 −1−1 2
]
− ω2
[
1 0
0 1
]∣∣∣∣ = ω4 − 4ω2 + 3 = 0
cuyas soluciones son
ω2 =
4± 2
2
=
{
1
3
de manera que ω21 = 1 y ω
2
2 = 3. Para calcular el primer modo de vibracio´n,
particularizamos la ecuacio´n 12.10. Para el primer modo, la ecuacio´n se
convierte en([
2 −1
−1 2
]
− 1
[
1 0
0 1
])
A1 =
[
1 −1
−1 1
]
A1 =
{
0
0
}
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1 1
Figura 12.3
1 -1
Figura 12.4
Dando arbitrariamente valor unitario a la primera componente de A1,
resulta
A1 =
{
1
1
}
Ana´logamente, para el segundo modo podemos escribir([
2 −1
−1 2
]
− 3
[
1 0
0 1
])
A2 =
[−1 −1
−1 −1
]
A2 =
{
0
0
}
y dando valor unitario a la primera componente de A2, se deduce
A2 =
{
1
−1
}
La solucio´n a las vibraciones libres viene dada por la ecuacio´n 12.12
que, para este caso, es
q(t) =
{
x1(t)
x2(t)
}
= B1
{
1
1
}
cos(t− ψ1) +B2
{
1
−1
}
cos(
√
3 t− ψ2)
Los modos tienen una representacio´n gra´fica sencilla, que se muestra
en las figuras 12.3 y 12.4.
12.2.4. Transformacio´n modal
Definamos la matriz N ×N
Φ =
[
A1 A2 · · · AN
]
(12.25)
cuyas columnas son los modos de vibracio´n. Retomamos las ecuaciones
diferenciales del movimiento de un sistema no amortiguado, que eran
Mq¨ + Kq = 0 (12.26)
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En ellas, realizamos el cambio de variables
q = Φ y (12.27)
donde y es un nuevo vector de coordenadas llamadas coordenadas modales.
Puesto que Φ es una matriz constante, al sustituir se obtiene:
MΦy¨ + KΦy = 0 (12.28)
Premultiplicando esta ecuacio´n por ΦT , resulta:
ΦTMΦy¨ + ΦTKΦy = 0 (12.29)
Utilizando la propiedad de ortogonalidad de los modos de vibracio´n
respecto de las matrices M y K, se obtiene:
My y¨ + Ky y = 0 (12.30)
donde
My =

m1 0 · · · 0
0 m2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · mN
 (12.31)
Ky =

k1 0 · · · 0
0 k2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · kN
 (12.32)
con mi = A
T
i MAi y ki = A
T
i KAi. Como se ve, las matrices My y Ky
son diagonales, y reciben el nombre de matriz de masas modal y matriz de
rigidez modal.
Teniendo en cuenta la estructura diagonal de dichas matrices, podemos
reescribir la ecuacio´n (10.30) como
miy¨i + kiyi = 0 i = 1, · · · , N (12.33)
lo que representa un sistema de N ecuaciones diferenciales desacopladas.
Este resultado es muy importante ya que, en definitiva, hemos transformado
un problema de vibraciones de N grados de libertad en N subproblemas
de un grado de libertad, que podemos resolver independientemente uno del
otro. La coordenada generalizada que caracteriza el movimiento de cada
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subsistema es, precisamente, la coordenada modal yi. Se puede comprobar
tambie´n fa´cilmente que la frecuencia natural del subsistema i coincide con
la frecuencia natural ωi.
Para resolver cada una de las ecuaciones del sistema 12.33 podemos
recurrir a la respuesta a las vibraciones libres que, segu´n se vio en el cap´ıtulo
precedente, es
yi(t) = Ci cos(ωit− ψi) (12.34)
donde Ci y ψi son constantes que se determinan a partir de las condiciones
iniciales. Como dichas condiciones iniciales se conocen en las coordenadas q,
para obtener las condiciones iniciales en las coordenadas modales es preciso
realizar sobre ellas el cambio de variables
y0 = Φ
−1q0 (12.35)
y˙0 = Φ
−1q˙0 (12.36)
Operando, se obtiene
Ci =
√
y20i +
(
y˙0i
ωi
)2
(12.37)
ψi = tan
−1
(
y˙0i
ωi y0i
)
(12.38)
Una vez obtenida la solucio´n de cada una de las coordenadas modales se
puede deducir la solucio´n del sistema de N grados de libertad deshaciendo
el cambio de variables:
q(t) = Φ y(t) =
N∑
i=1
Ai yi(t) (12.39)
Es interesante observar que, cuando un sistema es sacado de su posicio´n
de equilibrio segu´n un modo de vibracio´n, es decir, de manera que so´lo una
de las coordenadas y0i sea distinta de cero, el sistema vibra u´nicamente
segu´n ese grado de libertad, sin que la respuesta involucre a ningu´n otro
modo. Adema´s, todos los puntos vibran en fase, alcanzando sus valores
extremos al un´ısono. Por el principio de superposicio´n, esta propiedad se
puede generalizar; cuando un sistema se saca de su posicio´n de equilibrio
segu´n una combinacio´n lineal de modos de vibracio´n, su respuesta es una
combinacio´n lineal de las respuestas individuales a cada modo de vibracio´n,
de manera que la respuesta de cada modo no interfiere en la de los dema´s.
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Como veremos ma´s adelante, esta propiedad se cumple en los sistemas
no amortiguados (y en algunos tipos muy particulares de amortiguamiento)
pero, en general, no se cumple en los sistemas amortiguados.
12.2.5. Modos de vibracio´n normalizados
El mo´dulo de los modos de vibracio´n no esta´ determinado –por ser
vectores propios– por lo que se puede elegir arbitrariamente. En muchos
casos, interesa normalizar los modos de vibracio´n respecto a la matriz de
masas, de tal forma que el mo´dulo del producto ATi MAi sea la unidad.
Para ello, se debe dividir cada uno de los modos de vibracio´n por la ra´ız
cuadrada del correspondiente coeficiente de masa modal, de modo que
Aim =
Ai√
mi
=
Ai√
ATi MAi
(12.40)
donde Aim es el modo i normalizado respecto a la matriz de masas. Con-
secuentemente,
ATimMAim =
1
mi
ATi MAi =
mi
mi
= 1 (12.41)
es decir,
ΦTmMΦm = I (12.42)
siendo Φm la matriz de modos normalizados respecto a la matriz de masas
e I la matriz identidad de N ×N . Tambie´n observamos que
ATimKAim =
1
mi
ATi KAi =
ki
mi
= ω2i (12.43)
por lo que
ΦTmKΦm = ω
2
m (12.44)
donde
ω2m =

ω21 0 · · · 0
0 ω22 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · ω2N
 (12.45)
Utilizando la transformacio´n modal con los modos normalizados, las
ecuaciones del movimiento se pueden reescribir como
y¨i + ω
2
i yi = 0 (12.46)
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Ejemplo 12.3 Veamos co´mo se realiza la transformacio´n modal en el ejem-
plo 12.2. Para ello, calculamos en primer lugar las matrices M y K, que
valen
My = Φ
TMΦ =
[
1 1
1 −1
] [
1 0
0 1
] [
1 1
1 −1
]
=
[
2 0
0 2
]
Ky = Φ
TKΦ =
[
1 1
1 −1
] [
2 −1
−1 2
] [
1 1
1 −1
]
=
[
2 0
0 6
]
Los modos normalizados resultan
A1m =
1√
2
{
1
1
}
A2m =
1√
2
{
1
−1
}
Por tanto,
Φm =
1√
2
[
1 1
1 −1
]
Aplicando la transformacio´n modal q = Φm y, y premultiplicando por
ΦTm, obtenemos
y¨1 + y1 = 0
y¨2 + 3 y2 = 0
12.2.6. Modos de so´lido r´ıgido
En la mayor´ıa de los casos, los sistemas vibratorios son sistemas defi-
nidos, en los que todo movimiento posible conlleva la deformacio´n de sus
elementos ela´sticos. Se puede demostrar que, en estos sistemas, la matriz
de rigidez es sime´trica y positivo-definida, y que todos sus valores pro-
pios son positivos. Sin embargo, algunos sistemas tienen la posibilidad de
trasladarse o de rotar como so´lidos r´ıgidos, lo que hace que la matriz de
rigidez sea positivo-semidefinida, y que tenga determinante nulo. En estos
sistemas, llamados semidefinidos, algunos valores propios toman valor nulo.
Las frecuencias naturales nulas y sus correspondientes modos de vibracio´n
esta´n relacionados con las posibilidades del sistema de trasladarse como
so´lido r´ıgido. En estos casos, la ecuacio´n modal correspondiente al modo k
se puede escribir como
y¨k + ω
2
k yk = 0 (12.47)
c© Alejo Avello. Tecnun – Universidad de Navarra
346 Cap´ıtulo 12. Vibraciones en sistemas con varios grados de libertad
x1 x2
k
m1 m2
Figura 12.5
Si ωk = 0, la ecuacio´n se reduce a
y¨k = 0 (12.48)
que al ser integrada, resulta
yk(t) = y0k + y˙0k t (12.49)
donde y0k y y˙0k son, respectivamente, las condiciones iniciales modales de
posicio´n y velocidad.
Observemos que la ecuacio´n 12.10 particularizada para el modo k se
convierte en
KAk = 0 (12.50)
Puesto que la matriz K es positivo-semidefinida, hay vectores Ak dis-
tintos del nulo que satisfacen la ecuacio´n
ATkKAk = 0 (12.51)
que expresa la energ´ıa potencia ela´stica producida en un desplazamiento
Ak. Como dicha energ´ıa es nula, se deduce que el vector Ak representa
un movimiento de so´lido r´ıgido, que no produce deformacio´n, y que se
denomina modo de solido r´ıgido.
A los modos de vibracio´n que incrementan la energ´ıa potencial ela´stica
se se les denomina modos de deformacio´n. La solucio´n general del movimien-
to viene dada por una combinacio´n lineal de los modos de so´lido r´ıgido y
de los modos de deformacio´n.
Ejemplo 12.4 Calculemos las frecuencias y modos de vibracio´n del siste-
ma mostrado en la figura 12.5, para los valores m1 = m2 = 1, k=1. Sus
ecuaciones del movimiento se obtienen fa´cilmente y valen[
1 0
0 1
]{
x¨1
x¨2
}
+
[
1 −1
−1 1
]{
x1
x2
}
=
{
0
0
}
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La ecuacio´n caracter´ıstica resulta∣∣∣∣[ 1 −1−1 1
]
− ω2
[
1 0
0 1
]∣∣∣∣ = ω4 − 2ω2 = 0
cuyas soluciones son ω1 = 0 y ω2 =
√
2. Los modos correspondientes
son
A1 =
{
1
1
}
A2
{
1
−1
}
Como se puede ver, el modo asociado a la frecuencia natural nula se
corresponde con un desplazamiento de igual magnitud en ambos so´lidos, lo
que supone un desplazamiento de so´lido r´ıgido que no modifica la longitud
del muelle.
12.3. Sistemas con amortiguamiento viscoso
Hasta el momento, hemos visto que en los sistemas no amortiguados
las frecuencias naturales y modos de vibracio´n son magnitudes reales que,
por ser ortogonales a las matrices M y K, conducen a un sistemas de ecua-
ciones desacoplados al aplicar la transformacio´n modal. Como veremos a
continuacio´n, al introducir el amortiguamiento se modifican sustancialmen-
te las conclusiones extra´ıdas, ya que las frecuencias naturales y modos de
vibracio´n pueden tomar valores complejos.
Retomamos la ecuacio´n general de las vibraciones en sistemas lineales,
que es de la forma:
Mq¨ + Cq˙ + Kq = F (12.52)
donde C es la matriz de amortiguamiento de la que, a priori, no se puede
presuponer ninguna propiedad general, como la simetr´ıa. Por consiguiente,
al aplicar la transformacio´n modal con la matriz Φ de modos reales, cuyas
columnas se obtienen de la ecuacio´n 12.10, no se puede concluir que el
triple producto ΦTCΦ sea diagonal, por lo que la transformacio´n modal
no conduce a un sistema de ecuaciones desacopladas.
12.3.1. Amortiguamiento proporcional
En la mayor´ıa de las aplicaciones pra´cticas, la matriz de amortigua-
miento es desconocida y su estimacio´n no es tan sencilla como la de las
matrices de masas y rigidez. De hecho, se trata de un problema complejo,
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debido a que los mecanismos de disipacio´n de energ´ıa son variados y, fre-
cuentemente, desconocidos. Por tanto, es preciso realizar simplificaciones
y asumir hipo´tesis que produzcan resultados razonablemente precisos. La
primera de estas simplificaciones consiste en asumir que el amortiguamien-
to es de tipo viscoso, dependiente so´lo de la velocidad, despreciando otros
mecanismos disipativos como el rozamiento seco o el rozamiento estructu-
ral. Una vez asumido que el amortiguamiento es de tipo viscoso, una nueva
aproximacio´n consiste en presuponer que la matriz C es combinacio´n lineal
de las matrices M y K, de modo que
C = αM + βK (12.53)
donde α y β son constantes. A este tipo de amortiguamiento se le conoce
como amortiguamiento proporcional. Sustituyendo la ecuacio´n 12.53 en la
12.52 y aplicando la transformacio´n modal, se obtiene
ΦTMΦy¨ + ΦT (αM + βK)Φy˙ + ΦTKΦy = ΦTF (12.54)
Empleando la propiedad de ortogonalidad de los modos respecto de M
y K, se obtiene
My y¨ + Cy y˙ + Ky y = Q (12.55)
donde Cy = αMy+βKy y Q = Φ
TF. Puesto que las matrices My y Ky son
diagonales, la matriz Cy tambie´n lo es. Los elementos de esta matriz, ci, i =
1, . . . , N reciben el nombre de coeficientes de amortiguamiento modal. Su
expresio´n en funcio´n de los coeficientes modales de inercia y rigidez se
obtiene como
ci = αmi + β ki (12.56)
Podemos reescribir la ecuacio´n 12.54 como
mi y¨i + ci y˙i + ki yi = Qi i = 1, . . . , N (12.57)
Dividiendo cada ecuacio´n por su coeficiente de inercia modal y esta-
bleciendo una analog´ıa con los sistemas de un grado de libertad, podemos
escribir
y¨i + 2ξiωi y˙i + ω
2
i yi =
Qi
mi
(12.58)
donde el coeficiente de amortiguamiento modal relativo se define como
ξi =
ci
2miωi
(12.59)
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Cada una de las ecuaciones 12.58 representa un sistema amortiguado
de un grado de libertad cuya respuesta se puede calcular de acuerdo con
los me´todos vistos en el cap´ıtulo anterior.
La hipo´tesis de amortiguamiento proporcional se suele utilizar cuando
el amortiguamiento es pequen˜o. Normalmente, la matriz Cy no es diago-
nal, pero si el amortiguamiento es pequen˜o suele ser suficiente con tomar
los te´rminos de la diagonal y despreciar los dema´s. Esta aproximacio´n es
aceptable en muchas aplicaciones de la ingenier´ıa, en las que la disipacio´n
de energ´ıa se produce por medio de rozamiento estructural que, usualmen-
te, es pequen˜o. Tambie´n se pueden utilizar te´cnicas experimentales para
estimar el valor de los coeficientes ξi correspondientes a cada modo.
12.3.2. Amortiguamiento viscoso general: coordenadas mo-
dales complejas
Cuando la matriz de amortiguamiento no se pueda expresar como com-
binacio´n lineal de las matrices de inercia y rigidez, la transformacio´n modal
descrita en la seccio´n 12.2.4 no produce el desacoplamiento de las ecuaciones
del movimiento. En su lugar, se puede obtener una nueva transformacio´n,
para lo que se define un vector de estado
z =
{
q
q˙
}
(12.60)
de dimensio´n 2N × 1. Premultiplicando la ecuacio´n 12.52 por M−1 y des-
pejando q¨ resulta
q¨ = −M−1C q˙−M−1K q + M−1F (12.61)
Esta ecuacio´n, junto con la trivial q˙− q˙ = 0, se pueden escribir matri-
cialmente de la forma{
q˙
q¨
}
=
[
0 I
−M−1K −M−1C
]{
q
q˙
}
+
{
0
−M−1F
}
(12.62)
que, de forma ma´s compacta se puede escribir como
z˙ = B z + R(t) (12.63)
donde
B =
[
0 I
−M−1K −M−1C
]
(12.64)
R(t) =
{
0
−M−1F
}
(12.65)
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En el caso de las vibraciones libres, al no haber fuerzas exteriores el
te´rmino de fuerzas exteriores es nulo (F = 0), por lo que R(t) tambie´n es
nulo. Por tanto, la ecuacio´n 12.63 se reduce a
z˙ = B z (12.66)
Para hallar su solucio´n general ensayamos soluciones de la forma
z(t) = Aeµt (12.67)
donde A es un vector de dimensio´n 2N × 1 y µ es una constante. Para
calcular sus valores, sustituimos la ecuacio´n 12.67 en la 12.66, obteniendo
µAeµt = BAeµt (12.68)
Pasando al otro miembro y simplificando el te´rmino exponencial, que
no puede ser nulo, resulta
(B− µI)A = 0 (12.69)
Esta ecuacio´n representa un problema de valores y vectores propios de
taman˜o 2N , cuya ecuacio´n caracter´ıstica se obtiene al igualar a cero el
determinante de su matriz de coeficientes, es decir
|B− µI| = 0 (12.70)
Las ra´ıces µ1, µ2, . . . , µ2N de este polinomio son los valores propios de
la matriz B−µI y, en general, pueden ser complejos. Por cada valor propio
µi hay un vector propio asociado Ai, que se obtiene de la ecuacio´n
(B− µiI)Ai = 0 (12.71)
que tambie´n puede ser complejo. Con estos nuevos vectores propios com-
plejos, definimos una nueva matriz modal
Φ =
[
A1 A2 · · · A2N
]
(12.72)
Puesto que cada columna de Φ es un modo complejo, la ecuacio´n 12.71
se puede generalizar, escribiendo
(B− µI)Φ = 0 (12.73)
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siendo µ una matriz diagonal de la forma
µ =

µ1 0 · · · 0
0 µ2 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · µ2N
 (12.74)
Premultiplicando la ecuacio´n 12.73 por Φ−1 y pasando al otro miembro,
resulta
µ = Φ−1BΦ (12.75)
Definamos ahora una nueva transformacio´n modal
z = Φy (12.76)
donde y es un vector de coordenadas modales de dimensio´n 2N × 1. Al
derivar esta ecuacio´n, se obtiene
z˙ = Φy˙ (12.77)
Sustituyendo las ecuaciones 12.76 y 12.77 en la 12.66, resulta
Φy˙ = BΦy (12.78)
o bien
y˙ = Φ−1BΦy (12.79)
que, en virtud de la ecuacio´n 12.75, se convierte en
y˙ = µy (12.80)
Este es un sistema de 2N ecuaciones diferenciales desacopladas que
podemos escribir como
y˙i = µi yi (12.81)
La integracio´n de cada una de estas ecuaciones diferenciales de primer
orden es muy sencilla. Se puede demostrar fa´cilmente que la solucio´n de la
ecuacio´n i vale
yi(t) = yi0 e
µit (12.82)
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donde yi0 es el valor inicial de yi.
Una vez determinados los valores de yi(t), el vector z(t) se obtiene
deshaciendo el cambio de variables de la ecuacio´n 12.76. Finalmente, para
obtener la respuesta q(t), se toman las N primeras componentes del vector
z(t).
Aunque en este apartado nos hemos centrado en el estudio de las vibra-
ciones libres, para no extendernos demasiado, al incluir las fuerzas exteriores
no cambia el procedimiento de resolucio´n.
12.3.3. Amortiguamiento viscoso general: integracio´n nume´ri-
ca
El me´todo visto hasta el momento, consistente en desacoplar las ecua-
ciones diferenciales del movimiento con ayuda de un conjunto de modos de
vibracio´n, se suele denominar me´todo de superposicio´n modal, y tiene varias
ventajas que hace que su utilizacio´n sea muy extendida. Por una parte, la
resolucio´n permite al ingeniero mantener el sentido f´ısico de los resultados
parciales, pues la respuesta de cada modo de vibracio´n tiene una represen-
tacio´n f´ısica directa. Adema´s, en muchos sistemas meca´nicos la respuesta
esta´ dominada por los modos de frecuencia ma´s baja, de manera que basta
con calcular los primeros modos de vibracio´n y hallar su solucio´n.
Sin embargo, en algunos casos el me´todo de superposicio´n modal no es
ventajoso, como por ejemplo en los problemas de impacto, en que la res-
puesta esta´ dominada por los modos de frecuencia ma´s alta, o bien cuando
los sistemas son de gran taman˜o y el ca´lculo de todos los modos de vibracio´n
puede convertirse en una tarea engorrosa. Por otra parte, en los problemas
no lineales la te´cnica de superposicio´n modal tampoco es ventajosa, ya que
los coeficientes de inercia, rigidez y amortiguamiento son variables, por lo
que tambie´n lo son los modos y las frecuencias.
La alternativa al me´todo de superposicio´n modal es la integracio´n nume´ri-
ca de las ecuaciones diferenciales del movimiento. Existen muchos me´todos,
basados en fo´rmulas de diferencias finitas o similares, para convertir un pro-
blema continuo en el tiempo en otro discreto, que so´lo debe ser resuelto en
un nu´mero finito de instantes de tiempo. Un me´todo muy comu´n para la
integracio´n de los sistemas vibratorios es la regla trapezoidal, que utiliza la
siguiente regla de derivacio´n:
xn+1 = xn +
∆t
2
(x˙n + x˙n+1) (12.83)
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o bien, despejando x˙n+1,
x˙n+1 =
2
∆t
(xn+1 − xn)− x˙n (12.84)
Particularizando la ecuacio´n 12.63 para el instante tn+1, se obtiene
z˙n+1 = B zn+1 + R(tn+1) (12.85)
Sustituyendo en ella la regla trapezoidal, resulta
2
∆t
(zn+1 − zn)− z˙n = B zn+1 + R(tn+1) (12.86)
y despejando zn+1, se obtiene
zn+1 =
(
2
∆t
I−B
)−1( 2
∆t
zn + z˙n + R(tn+1)
)
(12.87)
La ecuacio´n 12.87 se puede utilizar para ir calculando los sucesivos
valores de z(t) a lo largo del tiempo. Para calcular la respuesta q(t) nos
quedamos u´nicamente con las N primeras componentes de z(t).
12.4. Problemas
Prob. 12.1 El sistema de dos grados de libertad de la figura 12.6 consta
de dos discos sin masa unidos entre los puntos A y B por una barra de
masa m y longitud 2R, y entre los puntos D, y E por un resorte de rigidez
k. La articulacio´n C desliza horizontalmente sin rozamiento. Obtener las
ecuaciones diferenciales del movimiento en funcio´n de ϕ y x.
Prob. 12.2 La configuracio´n de equilibrio de una mole´cula esta´ represen-
tada en la figura 12.7 por tres a´tomos de igual masa m, situados en los
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ve´rtices de un tria´ngulo recta´ngulo y unidos mediante muelles de igual ri-
gidez k. Se pide 1) Obtener las ecuaciones del movimiento tomando como
grados de libertad los desplazamientos x, y de cada a´tomo. 2) Si se toman
como fijos los a´tomos 1 y 2, hallar las frecuencias y modos del sistema de
dos grados de libertad resultante.
Prob. 12.3 El sistema de la figura 12.8 tiene dos grados de libertad indica-
dos como x1 y x2. La masa m esta´ unida a dos amortiguadores de constante
c y a un muelle de constante k. Hallar 1) Las ecuaciones diferenciales de
las vibraciones libres. 2) Calcular las frecuencias y modos de vibracio´n. 3)
Hallar la respuesta del sistema cuando se aplica una fuerza f(t) = eiωt en
la direccio´n indicada.
Prob. 12.4 Para simular el comportamiento dina´mico del ala de un avio´n
se va a emplear el modelo de la figura 12.9, compuesto por dos barras
r´ıgidas con masas puntuales concentradas en sus centros, y dos muelles de
torsio´n de constantes k. Se pide 1) Hallar las ecuaciones del movimiento
y las frecuencias y modos de vibracio´n, dibujando estos u´ltimos de modo
aproximado. 2) Si se aplica una fuerza f(t) = F senωt en el extremo, hallar
la respuesta θ1(t) y θ2(t) en funcio´n del tiempo.
Prob. 12.5 En el sistema de la figura 12.10 la masa m del disco es igual
a la del bloque. Calcular 1) Las ecuaciones del movimiento en funcio´n de
las variables x1, x2 y x3. 2) Las frecuencias naturales si m = 1, R = 1,
k = 100, c = 10.
Prob. 12.6 La figura 12.11 representa esquema´ticamente los apoyos de
una ma´quina rotativa de m1 = 3 Tm, que se encuentra sometida a un
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desequilibrio sinusoidal f(t) de magnitud 50 kN a su velocidad de fun-
cionamiento de 600 rpm. Dicha ma´quina esta´ montada sobre una placa de
hormigo´n de m2 = 9 Tm con unas juntas ela´sticas de rigidez k1 = 4 MN/m.
El conjunto esta´ soportado por unos flejes de acero de rigidez k2 que flec-
tan 4 mm bajo el peso combinado de la ma´quina y la placa de hormigo´n.
Encontrar las frecuencias naturales del sistema y predecir la amplitud de
su vibracio´n. Tomar g = 9,8 m/s2.
Prob. 12.7 Para tomar planos de v´ıdeo acompan˜ando el movimiento de
un objeto mo´vil, por ejemplo al seguir a una persona que camina, se utiliza
un dispositivo meca´nico cuyo cometido es aislar la ca´mara de v´ıdeo de los
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movimientos del portador. La figura 12.12 muestra esquema´ticamente su
estructura meca´nica, consistente en dos cuadrila´teros articulados unidos en
serie, con muelles en la diagonal para soportar el peso de la ca´mara. Supo-
niendo que so´lo dos elementos tienen masas m1 y m2, y que el dispositivo
se coloca en un plano horizontal, con los muelles sin tensio´n en la posicio´n
indicada, se pide 1) Utilizando las coordenadas x1 y x2, obtener las ecuacio-
nes del movimiento suponiendo que la base tiene un movimiento armo´nico
conocido x0(t). 2) Tomando m1 = m2 = 1, k = 300, L =
√
13, determinar
las frecuencias naturales del conjunto. Si la excitacio´n se produce a frecuen-
cia de 2 Hz, ¿cua´l de las dos frecuencias naturales es ma´s cr´ıtica? Nota: Las
variables x1 y x2 son relativas, es decir, x1 es el desplazamiento vertical
respecto al elemento base y x2 es el desplazamiento respecto al elemento
m1.
Prob. 12.8 La figura 12.13 representa esquema´ticamente el sistema meca´ni-
co de un sensor de presio´n. Por medio de un mecanismo de poleas se con-
siguen transformar los pequen˜os movimientos lineales x de una membrana
en movimientos angulares θ de un puntero que indica las variaciones de
presio´n del depo´sito. La polea superior esta´ compuesta por dos cilindros
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macizos solidarios, uno de ellos de masa M y radio R, y el otro de masa m
y radio r. La polea inferior es tambie´n un cilindro macizo de de masa m y
radio (R+r)/2. En el extremo del hilo inextensible hay colocado un muelle
de rigidez k. Entre el hilo y las poleas hay rodadura. La parte del sistema
que esta´ en contacto con el fluido es una membrana de masa despreciable
y seccio´n A, cuya rigidez y amortiguamiento se representan mediante un
muelle de constante k y un amortiguador de constante c. Se pide: 1) Expre-
sar el desplazamiento x y el giro β en funcio´n del u´nico grado de libertad θ.
2) Suponiendo que las variaciones de presio´n en el depo´sito son de la forma
P = P0 e
iωt, hallar el valor estacionario del movimiento del indicador θ(t),
particularizando para los valores M = 4, m = 2, R = 3, r = 1.
Prob. 12.9 La figura 12.14 muestra un sensor de posicio´n lineal, com-
puesto por un cable arrollado a una polea, un muelle de torsio´n y un sensor
potenciome´trico de giro. Al tirar del cable, se provoca un giro de la polea
que, al estar conectada con el potencio´metro, proporciona una medida del
desplazamiento del extremo del cable. Se quiere aumentar la resolucio´n del
sensor introduciendo una polea de radio r y masa m, mostrada en la figura,
sobre la que se enrolla el cable, cuyo extremo se fija a la caja del sensor.
El sensor dispone de un resorte de torsio´n de rigidez k unido a la polea de
radio R y masa M . La friccio´n del conjunto polea-potencio´metro se pue-
de modelizar por medio de un amortiguador de giro, de constante c, que
ejerce un par proporcional a la velocidad angular. Sabiendo que se aplica
una fuerza armo´nica f(t) = Feiωt en el enganche del sensor, calcular: 1) La
ecuacio´n diferencial del sistema en funcio´n de θ(t). 2) La amplitud del giro
del potencio´metro en re´gimen permanente.
Prob. 12.10 Hallar la ma´xima oscilacio´n angular de la barra de masa
m y longitud L de la figura 12.15 cuando el soporte oscila verticalmente
con un movimiento armo´nico conocido x0(t) = X0 e
iωt. En la posicio´n de
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equilibrio esta´tico la barra permanece horizontal. Datos: L = 1 m, m =
1 kg, c = 1 Ns/m, k = 1 N/m, X0 = 0,2 m, ω =
√
3 rad/s.
Prob. 12.11 En la gru´a de la figura 12.16 se sabe que el muelle de rigidez
k3 se alarga 15 cm como consecuencia de la carga m1. Se pide: a) Hallar
el valor de las masas m1 y m2 sabiendo que en la posicio´n de equilibrio
los muelles de rigidez k1 y k2 se encuentran sin deformacio´n. b) Plantear
las ecuaciones diferenciales del sistema en funcio´n de las variables θ(t) e
y(t). c) Calcular las frecuencias naturales del sistema. Datos: g ≈ 10 m/s2,
k1 = 1,5 10
5 N/m, k2 = 2 10
5 N/m, k3 = 10
5 N/m.
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Soluciones a los problemas
Prob. 1.1
Fig. 1.27(a): Doble balanc´ın
Fig. 1.27(b): Doble manivela
Fig. 1.27(c): Manivela-balanc´ın
Prob. 1.2
Fig. 1.28: Watt
Fig. 1.29: Watt
Fig. 1.30: Watt
Fig. 1.31: Stephenson
Fig. 1.32: Stephenson
Prob. 1.3
Fig. 1.33: G = 3
Fig. 1.34: G = 1
Fig. 1.35: G = 5
Fig. 1.36: G = 3
Fig. 1.37: G = 2
Fig. 1.38: G = 3
Fig. 1.39: G = 1
Fig. 1.40: G = 1
Fig. 1.41: G = 2
Fig. 1.42: G = 4
Fig. 1.43: G = 1
Fig. 1.44: G = 3
359
360 Cap´ıtulo 13. Soluciones a los problemas
Fig. 1.45: G = 3
Fig. 1.46: G = 1
Fig. 1.47: G = 3
Fig. 1.48: G = 3
Fig. 1.49: G = 3
Fig. 1.50: G = 2
Fig. 1.51: G = 1
Fig. 1.52: G = 0
Prob. 1.4
G = 1
Prob. 1.5
Fig. 1.54: G = 1
Fig. 1.55: G = 5
Fig. 1.56: G = 3
Fig. 1.57: G = 3
Fig. 1.58: G = 6
Fig. 1.59: G = 2
Fig. 1.60: G = 2
Prob. 2.1
vP = 3093,74 mm/s
Prob. 2.2
v6 = 58,12 cm/s
Prob. 2.3
vB = 17,85 cm/s aB = 15,69 cm/s
2
Prob. 2.4
v =
L
2
361
Prob. 2.5
aRb =
1
2
[ −1 √3
−√3 −1
]
aRc =
1
2
[ √
2 −√2√
2
√
2
]
bRc =
[ − cos 15 − sen 15
sen 15 − cos 15
]
Prob. 2.6
ω2 = {ϕ˙2 0 ϕ˙1}T α2 = {ϕ¨2 ϕ˙1ϕ˙2 ϕ¨1}T
Prob. 2.7
R1 =
 cos θ 0 − sen θ0 1 0
sen θ 0 cos θ
 R2 =
 cosϕ senϕ 0− senϕ cosϕ 0
0 0 1

R3 =
 cos θ cosϕ senϕ − sen θ cosϕ− cos θ senϕ cosϕ sen θ senϕ
sen θ 0 cos θ

Prob. 2.8
a) Raf =
 0 −1 0−1 0 0
0 0 −1
 Rbf =
 −1 0 00 1 0
0 0 −1

b) γ = 180o, β = 0o, α = 90o
c) γ = 0o, β = 180o, α = 0o
Prob. 2.9
0Ra =
1
2
 √3 0 10 2 0
−1 0 √3
 0Rb = 1
2
 √3 −1 01 √3 0
0 0 2

Prob. 2.10
0Ra =
 0 0 −10 −1 0
−1 0 0
 0Rb =
 −1 0 00 1 0
0 0 −1

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Prob. 2.11
0Rb =
1
2
 2 0 00 √2 −√2
0
√
2
√
2
 0Rb = 1
2
 √2 −√2 0√2 √2 0
0 0 2

bRc =
1
2

√
2 −√2 0
1 1
√
2
−1 −1 √2

Prob. 3.2
F1 = −11,12 N F2 = 2371,7 N τ3 = 450 Nm
Prob. 3.3
τ = F L senϕ
(
1 +
cosϕ
cos
(
arc sen senϕ2
) 1
2
)
τ = F L− M L
2ω2√
3
Prob. 3.4
τ = 4L
(
1 +
√
3
3
) (
P +mω2L
(
1 +
√
3
9
))
Prob. 3.5
G = 2 vc = 4
Prob. 3.6
T2 = 942,95 Nm ω3 = 9,54 rad/s
vr = 27,31 cm/s α3 = 715,99 rad/s
2
Prob. 3.7
F =
2M g
tanϕ
F = 2M g + 4mg −
√
2
L
v2
(
8M +
32
3
m
)
363
Prob. 3.8
ωAB =
v
√
2
2
ωAB =
v
√
2
2
ωBC =
v
L
αAB =
v2
L2
(
2 +
√
2
)
αCB =
v2
L2
(
2
√
2 + 1
)
aDx =
v2
2L
aDy = −v
2
L
(√
2 +
1
2
)
τ = −M v
2
3
(
3 + 2
√
2
)
− 5M gL
√
2
4
F = 7M g − M v
2
3L
(
1 + 2
√
2
)
Prob. 3.9
x¨1 =
3
4m
(12m− 300)
Prob. 3.10
αBC = 0
τ =
T R
2 (R+ r)
+ (M +m)
g R
2
Prob. 3.11
αBC = 0
ωrodillo =
ωR
r
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αrodillo =
ω2
r
(
R
2
+
R2
4 (R+ r)
)
τ = (M +m) g
R
2
+
T R
2 (R+ r)
+
mR2ω2 (3R+ 2 r)
8 (R+ r)
Prob. 3.12
T1 = 7,5 Nm
Prob. 3.13
a0 = 1,8538 m/s
2
T1 − T2 = 0,9269 N
Prob. 3.14
αBC = 0
αrodillo =
ω2 (R+ r)
r
τ = M g
R+ r
2
− 3
2
mω2(R+ r)2
Prob. 3.15
τ =
5
3
M ω2R
Prob. 3.16
αAB =
2 v2√
3L2
αAB =
√
3
v2
L2
F = −14M g + 2
√
3
3
M v2
L
Prob. 3.17
M1 = M2 =
35
6
mL
365
Prob. 3.18
s˙1 =
1
2
+
L
2
√
3
s˙2 =
L
2
√
3
− 1
s˙3 =
1
2
+
L
2
√
3
F1 = −1
3
(
m+
2
√
3
L
I
)
F2 =
2
3
(
m−
√
3
L
I
)
F3 = −1
3
(
m+
2
√
3
L
I
)
Prob. 3.19
ϕ¨ =
1
r2 (M + 6m)
(τ0 − (M + 4m) g r)
τ = (M + 4m) g r
Prob. 3.20
ωOA =
v
L
√
3
ωOD =
v
2L
√
3
αOA =
v2
6
√
3L2
αOD =
7 v2
12 L2
√
3
Fx = − 7
288
m1 v
2
√
3
L
Fy =
4m2 v
2 − 72m2 g L− 7m1 v2
288L
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Prob. 3.21
θ¨ =
ϕ¨ r
√
3
2
(
m
2 +M
)(
m
3 +M
)
L
ϕ¨ = −8(m+ 3M) (−2 τ0 + 2 g rm+ g rM)
r2 (23m2 + 76mM + 12M2 )
Prob. 3.22
a0 =
F
411m
Prob. 3.23
θ˙ =
v
√
2
L
ϕ˙ =
v
r
θ¨ =
2 v2
L2
ϕ¨ =
2
√
2 v2
r L
θ¨ = −mgL
√
2
4 +M gL
√
2
2 − τ
I + mL
2
4 +
M L2
2
φ¨ = 0
Prob. 3.24
T = 2
√
3F
Prob. 3.25
θ¨ =
x¨
h
x¨ =
Ra
r
τ −mg r
mR2 +M a2
t =
h
r ω0
(
1− mg rτ0
) + dR− h a
r aω0
(
1− r4R
)
367
Prob. 3.26
T =
Mg
2
F = Mg
√
3
6
(1 +
√
2)
Prob. 3.27
N =
1 +
√
2√
3
Mg
2
µ ≥
√
3
1 +
√
2
= 0,7174
Prob. 3.28
aB =
60
√
3
203
g
Prob. 3.29
ωp =
v
2Lsen 15
ωa =
v
sen 15
cos 15
2L
√
2
ϕ¨ =
5Mg − F√2/2
26M L
Prob. 3.30
ω4
ωt
=
3
14
αt =
τ(
Ir +M R2 1,05 10
−3)
Prob. 3.31
x˙ =
√
3L θ˙
vGx = x˙
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vGy = θ˙
2L
3
x¨ =
54F
181M
− 24 g
√
3
181
Prob. 3.32
x˙A = ϕ˙ R
x˙C = ϕ˙ (R+
6 r
5
)
ω2 =
ϕ˙
5
ϕ¨ =
√
3 g r
5R2 + 12 r
2
5 + 6 r R
Prob. 3.33
ωBC =
2 ϕ˙ r
L
v = ϕ˙ R
ϕ¨ =
g r
4 r2 +R2 − 2√3Rr
Prob. 3.34
ωAB = 0
ωCD =
v
2L
a =
F
7M
4 +
11m
6 +
I0
L2
Prob. 3.36
G = 1
ω1 = ω2 = ω4 = ω5 =
2v
√
2
3L
ω3 = ω6 = ω7 = 0
369
vJ =
4v
3
F =
4
3
P
Prob. 3.37
ω1 =
2
√
3
3L
x˙1
a1 = 0
F1 = 3Mg + 8
M
L
x˙1x˙2
F2 =
Mg
2
− 4M
L
x˙21
Prob. 3.38
τ0 = Mg
R
3
ϕ¨1 = −ϕ¨2 = MgR/3
(m+M)R2 + i
Prob. 3.39
τ0 =
3MgR
32
vA =
R
4
(ϕ˙1 + ϕ˙2) →
vBx = ϕ˙1R →
vBy =
R
4
(ϕ˙2 − 3ϕ˙1) ↑
Prob. 3.40
θ¨ =
FR(1 + tg15)
I0 +
mL2
cos215
Prob. 3.41
θ¨ =
FR
28
15mL
2 + 57I0
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Prob. 3.42
ωL = 2
√
3ω
α =
τ
I + 36i
Prob. 3.43
τa =
8
3
FL
τc = 2FL
ϕ¨ =
9τ
32mL2
− 6F
8mL
Prob. 3.44
ϕ¨0 =
τ
I0 +
3mL2
5
x¨0 =
3L
√
2
10
τ
I0 +
3mL2
5
Prob. 3.45
ωe =
4τ
9c
αe =
4
9
τ
m2R2 + 4I2 + I3
Prob. 3.46
M = m
ϕ¨ = − 3F
2mL
Prob. 3.47
ω1 =
√
3v
L
ω2 =
v
L
371
α1 =
v2
L
(
3
√
3− 4
)
α2 =
v2
L2
(
3−
√
3
)
F = Mg
(√
3− 1
)
Prob. 3.48
ϕ¨ =
τ Rr
I + 2MR2
Prob. 3.49
ϕ¨ =
112
423
b
a
1
mR2
τ − 9
47
√
3
g
R
Prob. 3.50
β˙ =
ϕ˙
2
β¨ =
3
4ML2
(
τ −MgL
2
)
Prob. 3.51
ϕ¨1 =
2v2
L2
ϕ¨2 =
√
3
v2
L2
τ1 = −mv2
(
1 +
√
3
6
)
τ2 = −mv2
√
3
6
Prob. 3.53
F = Mg
√
3
β¨ =
F −Mg√3
3ML
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Prob. 3.54
F = Mg
√
3
β¨ =
F −Mg√3
3ML
Prob. 3.55
τ =
3FR
4000
Prob. 3.56
θ˙ =
ϕ˙
5
T = −5
2
Fx
ϕ¨ =
7R
5
Fx
I
Prob. 3.57
x¨0 =
τ
2Mr
x˙ =
√
τ
20 r
Prob. 3.58
x¨0 =
τ
2Mr
− g
2
τe = Mgr
Prob. 4.2
q˙ =

−16/7
12/7
−13/7
0
1

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Prob. 4.3
q˙ =

y˙1
x˙2
y˙2
x˙3
 =

1
0
1
1

Prob. 4.4
ω1 = 0
Prob. 4.5
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
s˙1
s˙2
 =

0
4/3
2
−4/√13
4/
√
13

Prob. 4.6
q(1) =

x1
y1
s1
s2

(1)
=

1
−17/14√
2−√2/28
2
√
2 +
√
2/28

Prob. 4.7
x˙2 = −100
x¨2 = 150
Prob. 4.8
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
x˙3
y˙3

=

3
0
3
−3
3
0

q¨ =

0
0
−9
−9
0
0

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Prob. 4.9
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
x˙3
y˙3

=

−√3
3
−√3/2
3√
3/2
0
0
3

q¨ = 1L

−7√3/2
−3/2
−7√3/2
−3/4
9
√
3/4
−3/4
0
0

Prob. 4.10
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
 =

−1
1
−1
1

Prob. 4.11
ω1 =
3
√
2
3−√3
v
L
Prob. 4.12
q˙ =

x˙1
y˙1
x˙2
y˙2
s˙1
s˙2
s˙3

=

√
2
2
√
2√
2
3
3
1
3

Prob. 5.1
a) M =

M
2 +
IG
L2
0 0 0 0 0 − IG
L2
M
2
0 M2 +
IG
L2
0 0 0 0 −M2 IGL2
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
− IG
M2
−M2 0 0 0 0 M2 + IGL2 0
M
2
IG
L2
0 0 0 0 0 M2 +
IG
L2

1
2
3
4
375
b) M =

M + IG
L2
0 − IG
L2
0 0 0 0 0
0 M + IG
L2
0 − IG
L2
0 0 0 0
− IG
L2
0 IG
L2
0 0 0 0 0
0 − IG
L2
0 IG
L2
0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

1
2
3
4
Prob. 5.3
M =

2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0
0 0 0 0 0 0

x1
y1
x2
y2
x3
ϕ
R =

−1
1
−8/3
0
−2
1

R˙z˙ = 0 ϕ¨ = 112 x¨3 = −16
Qdeslizadera =

5
3
0
−58
0
0
0

La reaccio´n vale R1 =
5
3
Prob. 5.4
M =
x1 y1 y2 ϕ
5 0 0 0
0 5 0 0
0 0 3 0
0 0 0 0

x1
y1
y2
ϕ
R =

−1
1
8/7
1

R˙z˙ =

−10000
−10000
10029,15
0
 ϕ¨ = 2388,13
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Prob. 5.5
M =
1 2
M
2 +
m
3 0
m
6 0
0 M2 +
m
3 0
m
6
m
6 0
2m
3 0
0 m6 0
2m
3
1
2
Q =

0
−F5
0
−4F5

Prob. 5.6
Prob. 5.7
M = m
1 2
3 0 −5 0
0 3 0 −5
−5 0 13 0
0 −5 0 13
1
2
Q =

0
0
−5
5

Prob. 5.8
M = m
1 2 x3 ϕ s
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0 0
0 0 0 m 0 0 0
0 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

1
2
x3
ϕ
s
R =

−1
1
−2
2
−2
1
2

1
2
x3
ϕ
s
ϕ¨ =
1
6m
(F −mg)
Prob. 5.9
q =

x1
y1
x2
y2
s1
s2

R =

−1 0
1√
3
0
−1 + 1
2
√
3
1
2
0 −1
1 0
0 1

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M =

m 0 0 0 0 0
0 m 0 0 0 0
0 0 m 0 0 0
0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
 Q =

0
0
0
0
F
F

s¨1 = 0,7390
F
m s¨2 = 1,0103
F
m
Prob. 5.10
Prob. 5.11
q =

y1
x2
y2
ϕ
 R =

1 0
0 −1
1 1
0 1
 M =

4 0 12 0
0 7 0 0
1
2 0 7 0
0 0 0 0

y¨1 = 2,1253 ϕ¨ = −1,0671
Prob. 5.12
q =

x1
y1
x2
y2
 R =

1 0
1√
3
0
0 1
1√
3
0
 M =

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 M 0
0 0 0 M

Q =

500
√
3
500
0
−Mg
 x¨1 = −14,84 x¨2 = 0
Prob. 5.13
Prob. 5.14
Prob. 9.1
z5 = 28, z8 = 30
ω2
ω1
= −36,88
x5 = −x6 = −0,064 (para evitar la interferencia de tallado)
Prob. 9.2
z1 = 52, z6 = 98
ωs
ωe
= −0,448
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Prob. 9.3
ωs
ωe
=
(z1 + z2) z5z3
z2 (z4z6 + z4z5 + z5z3)
Prob. 9.4
ωs
ωe
= −43 z1 = 18, z2 = 32, z3 = 82, z4 = 18, z5 = 32
x4 + x5 = 0,536 ψa = 20,375
Prob. 9.5
ω8
ω1
=
z5z7
z6z8
(
1 +
z1z3
z2z4
)
− z1z3
z2z4
Prob. 9.6
ω2
ω1
= 1,6356
Prob. 9.7
Prob. 9.8
z3 = 30, z4 = 40, z5 = 30, z6 = 42, z7 = 28
Prob. 9.9
z3 = 56, z4 = 12 x1 + x2 = 1,101
Prob. 9.10
ω2
ωt
=
1
101
,
ω1
ωt
= − 1
99
Prob. 9.11
ω6
ω1
= 2,16 F4 = 475,25 N
Prob. 9.12
ωA
ωB
=
z5
z1
z1 − z6
z5 − z6
ωB
ωC
= − z8 z10
z9 z7
ωB
ωE
=
(
− z8 z10
z9 z7
)3 ωA
ωE
=
z5
z1
z1 − z6
z5 − z6
(
− z8 z10
z9 z7
)3
379
Prob. 9.13
a)
ωs
ωe
=
13
28
b)
ωs
ωe
=
28
13
Prob. 9.14
ωt
ω1
= −1
2
ω4
ωt
=
2
3
ω4
ω1
=
1
3
Prob. 11.1
|Fc| =
cka2ω
√
2
2 X√
(−mb2ω2 + ka2)2 +
(
ca2ω
2
)2
Prob. 11.2
w2n =
1
m
(
k1 − k
2
1a
2
k1a2 + k2b2
)
Prob. 11.3
x(t) = Ae−ξωnt cos(ωd t− θ) + mg
k
A =
√(
g
ω2n
)2
+
1
ω2d
(√
2gh− ξg
ωn
)2
tan θ = −
ω2n
(√
2gh− ξg
ωn
)
ωd g
En t = 2 s, x(t) ≈ mgk
Prob. 11.4
ωn =
√
k
3m
|θ| =
F
L2√
(−3mω2 + k)2 + (c ω)2
Prob. 11.5
x(t) = e−ξωntB cos(ωdt− ψ) +A
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tan(ψ) = −
(
mv
m+M
)
− ξωnA
ωdA
B = − A
cos(ψ)
Prob. 11.6
x(t) =
(F − icωY − kY )/k
1− β2 + 2iξβ e
iωt X = 1,04
Prob. 11.9
Iθ¨ + 2kL2θ = −kaL2 cos(ω¯vt) ωn = 30 rad/s v = 59,54 rad/s
Prob. 11.10
x(t) =
(M +m)g
k
−
g
k
(M2 +m)√
1− ξ2 e
−ξωnt cos(ωd t− θ)
Prob. 11.12(
15 + 2
√
2
3
)
ML3ϕ¨+ cL2ϕ˙+ (k1L
2 + 4k2)ϕ = 0
Prob. 11.14
(16ma2 + I) θ¨ + a2
(
1
4
+
7
√
3
12
)2
(cθ˙ + kθ) = 4aF eiωt
|θ| = 4aF√(
− (16ma2 + I)ω2 + ka2
(
1
4 +
7
√
3
12
)2)2
+
(
cωa2
(
1
4 +
7
√
3
12
)2)2
|F | = a√k2 + c2ω2
(
1
4
+
7
√
3
12
)
|θ|
Prob. 11.15
x(t) = Ae−ξωnt cos(ωd t− θ) + mg
k
A =
√(mg
k
)2
+
(√
2gh
ωd
− ξωnmg
kωd
)2
tan θ = −mg
kA
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Rebota en t = 0,35 s, cuando la reaccio´n entre la placa y el suelo cambia
de signo.
Prob. 11.16
ωn =
√
k
2m
Prob. 11.18
θ =
8y
r(
M +
64
r2
I1 +
z21
z22
64
r2
I2 +
64
r2
I3
)
︸ ︷︷ ︸
M
y¨ + 2c1︸︷︷︸
c
y˙ + 2 (k1 + k2)︸ ︷︷ ︸
k
y = 8rT e
iωt
ωn =
√
k
M
y(t) =
8
r
τ(t)√(−Mω2 + k¯)2 + c2ω2
Prob. 11.19
θ˙ = −86,67β˙
My¨ + cy˙ + ky = −c Rθ˙
2 · 86,67 − k
Rθ
2 · 86,67
ωn =
√
k/M
Prob. 11.20
M = 2m(
3mL2
8
+ IG
)
θ¨ +
(
cL2 + cT
)
θ˙ + kL2θ = −FL
ωn =
√√√√ kL2(
3mL2
8 + IG
)
|x| = FL√(
kL2 −
(
3mL2
8 + IG
)
ω2
)2
+ (cL2 + cT )
2 ω2
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Prob. 12.1
ωAB =
x˙
2R
√
2
ωEC =
x˙
√
2
2R
+ ϕ˙ mR2ϕ¨ = 0
mx¨
6
+ 2kx = 0
Prob. 12.2
m

x¨1
y¨1
x¨2
y¨2
x¨3
y¨3

+ k

3 1 −2 0 −1 −1
1 1 0 0 −1 −1
−2 0 3 −1 −1 1
0 0 −1 1 1 −1
−1 −1 −1 1 2 0
−1 −1 1 −1 0 2


x¨1
y¨1
x¨2
y¨2
x¨3
y¨3

=

0
0
0
0
0
0

ω1 = ω2 =
√
k
m
Prob. 12.3[
m 0
0 m
]{
x¨
y¨
}
+
[
c 0
0 c
]{
x˙
y˙
}
+ 12
[
k k
k k
]{
x
y
}
=
{
0
0
}
ω1 = 0, A
T
1 =
{
1 −1 }
ω2 =
√
k
m , A
T
2 =
{
1 1
}
y (t) =
eiωt
ω (mω − ic)
Prob. 12.4
mL2
4
[
10 3
3 1
]{
θ¨1
θ¨2
}
+ k
[
1 0
0 1
]{
θ1
θ2
}
=
{
0
0
}
ω21 = 0,367
k
mL2
AT1 =
{
3,30 1
}
ω22 = 43,63
k
mL2
AT2 =
{ −0,302 1 }
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Prob. 12.5
m 0 00 m 0
0 0 I

x¨1
x¨2
x¨3
+
0 0 00 c 0
0 0 0

x˙1
x˙2
x˙3
+
+ k
 1 −
√
3
2 R
−
√
3
2
5
2 0
R 0 2R2


x1
x2
x3
 =

0
0
0

ω21 = 0,159 A
T
1 =
{
0 ,880 0,325 −0,458 }
ω22 = 2,727 A
T
2 =
{ −0,241 0,917 0,378 }
ω23 = 4,614 A
T
3 =
{
0,284 −0,116 0,926 }
Prob. 12.7[
m1 +m2 m2
m2 m2
]{
x¨1
x¨2
}
+ 16
[
k 0
0 k
]{
x1
x2
}
= −x¨0
{
m1 +m2
m2
}
ω1 = 0,69 Hz
ω2 = 1,82Hz ω2 es ma´s cr´ıtica por estar ma´s cerca de los 2 Hz.
Prob. 12.8
25θ¨ + cθ˙ + 10kθ = P0Ae
iωt
ωn =
√
2k
5
θ(t) =
P0A
−25ω2 + icω + 10ke
iωt
Prob. 12.9
mL2
3
θ¨ + c θ˙ + k θ = −mLω
2
2
X0e
iωt |θ| =
√
3
10
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Prob. 12.11
m1 = 1500 kg m2 = 6000 kg[
m2
16 0
0 m1
L2
]{
θ¨
y¨
}
+
[
(2k1 + 5k2 + 64k3)/64 −k3/L
−k3/L k3/L2
]{
θ
y
}
= 0
ω1 = 19,43 rad/s ω2 = 3,09 rad/s
